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ВВЕДЕНИЕ 

 

Курс «ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИИЯ» 

является одним из важнейших разделов курса высшей математики.  К       

дифференциальным уравнениям приводят большое число задач из самых 

различных разделов науки. При изучении явлений природы, решении многих 

задач физики и техники, химии и биологии, других наук не всегда удается 

непосредственно установить прямую зависимость между величинами, 

описывающими тот или иной эволюционный процесс. Однако в большинстве 

случаев можно установить связь между величинами (функциями) и скоростями 

их изменения относительно других (независимых) переменных величин, т.е. 

найти уравнения, в которых неизвестные функции содержатся под знаком 

производной. Такие уравнения называются дифференциальными; они служат 

важным средствам моделирования различных процессов. 

Цель настоящей книги - помочь студентам в формировании их математического 

мышления, в выработке практических навыков решения и исследования 

дифференциальных уравнений, описывающих эволюционные процессы в 

различных областях естествознания. 

В предлагаемом пособии курс разбит на отдельные темы. Причем 

структура материала такова:  в каждой теме излагаются основное теоретические 

сведения и алгоритмы решения типовых задач. Далее следует блок задач для 

решения на практических занятиях по закреплению  теоретического материала 

темы и варианты контрольных заданий по рассматриваемой теме. 
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Дифференциальные  уравнения первого 

порядка 

 

Тема 1. 

 

         Дифференциальные уравнения с разделяющимися 
переменными. 

1.Основные понятия и определения. 

Дифференциальные  уравнения - один из важнейших разделов курса 

«Высшая математика». К дифференциальным уравнениям приводят большое 

число задач из самых различных разделов науки. Введем, прежде всего, 

необходимые определения. 

Определение. Дифференциальным уравнением называется соотношение, 

связывающее независимую переменную, неизвестную функцию этой 

независимой переменной и ее производные. 

Если обозначить независимую переменную через ,x  неизвестную функцию 

через ),(xyy   а ее производные, ,,...,, )(''' nyyy  то дифференциальное уравнение 

можно записать в виде: 

0)
)(

,...,',,( 
n

yyyxF . 

Если это уравнение разрешить относительно ,)(ny  то оно примет вид 

 

).,...,,,( )1(')(  nn yyyxfy  

Такое уравнение называется разрешенным относительно старшей 

производной. 

Определение. График решения ),(xyy   дифференциального уравнения 
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называется интегральной кривой. 

Простейшим дифференциальным уравнением (первого порядка) является 

уравнение вида ).(xfy   

Как известно из раздела «Интегральное исчисление», его решение задается 

формулой 

,)( CxFy   

где F(x) одна из первообразных для функции )(xf  (на рассматриваемом 

промежутке), а С - произвольная постоянная, т.е. решение такого уравнения 

сводится к нахождению неопределенного интеграла для функции. )(xf . 

 

Дифференциальные уравнения первого порядка имеет вид: 

0),,( yyxF  

или, в виде, разрешенном относительно производной: 

).,(' yxfy   

Задача Коши для такого уравнения состоит в нахождении его решения, 

удовлетворяющего начальному условию вида: при 0xx   функция )(xyy   

принимает значение равное y0, что записывается в виде: 

.0
0

y
xx

y 


 

Существуют условия, накладываемые на функцию ),( yxf  при которых задача 

Коши для дифференциального уравнения ),(' yxfy   имеет единственное 

решение. 

Часто встречается дифференциальная форма записи уравнения первого порядка 

   ,0),,  dyyxdxyx  

которая удобна тем, что в качестве искомой функции может быть как ),(yxx   

так и ),(xyy   причем везде ),(' xy
dx

dy
  в силу основного дифференциального 

соотношения. 

Пример, 053,032 2'''  yxyxxy  дифференциальные уравнения 

соответственно 1-го, 2-го порядков, а уравнение ,052 4  dyyxdx  уравнение 1-го 
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порядка в дифференциалах. 

Определение. Функция СгдеCxy ),,( -произвольная постоянная, называется 

общим решением дифференциального уравнения первого порядка, если она 

удовлетворяет условиям: 

1). ),( Cxy   является решением при любом С, т.е. при подстановке ее 

самой и ее производной в уравнение оно обращается в тождество; 

2). при любом начальном условии  ,
0

0

y
xx

y 


 взятом из области 

существования и единственности решения, найдется такое значение 

произвольной постоянной  С=С0, что функция )
0

,( Cxy   удовлетворяет 

этому начальному условию: .),( 00 yCx   

Определение. Частным решением дифференциального уравнения первого 

порядка называется любая функция ),,( 0Cxy   получающаяся из общего 

решения ),( Cx  при конкретном числовом значении произвольной постоянной 

С=С0. 

Определение. Решить дифференциальное уравнение означает: 

1)найти его общее решение; 

2)найти его частные решение, если заданы начальные условия. 

Пример. Для уравнения первого порядка 

x

y

dx

dy
  

Общим решением будет семейство функций 

x
cy   (убедиться). 

Найдем частное решение, удовлетворяющее следующему начальному условию: 

,2
0

,1
0

 xприy т.е. решается 

задача Коши: y(2)=1.  

Подставим эти начальные данные в формулу общего решения 

x
cy  , 



 

9 

Получим 1=С/2 или С=2, Следовательно; искомым частным решением 

(решением задачи Коши) будет функция y=2/x. 

Замечание 1. Возможно существование решения дифференциального 

уравнения первого порядка, которое не получается из общего решения ни при 

каких числовых значениях произвольной постоянной С (включая, предельные 

случаи С=± ∞); такие решения называются особыми решениями. 

При интегрировании дифференциального уравнения надо стремиться к тому, 

чтобы наряду с общим решением были найдены также и особые решения. 

Замечание 2. В процессе разыскания общего решения дифференциального 

уравнения мы нередко приходим к соотношению вида Ф(х,у;с)=0, не 

разрешенному относительно у. Разрешив это соотношение относительно у, 

получаем общее решение. Однако выразить у из этого соотношения в 

элементарных функциях не всегда оказывается возможным; в таких случаях 

общее решение оставляется в неявном виде. Равенство вида Ф(х,у;с)=0, неявно 

задающее общее решение, называется общим интегралом дифференциального 

уравнения. 

2. Дифференциальные  уравнения с разделяющимися переменными. 

Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка 

),,(' yxfy   

где f(x,y) есть произведение функций, зависящей только от x на функцию, 

зависящую только от y, т.е. уравнение вида 

                                               )(
2

)(
1

' yfxfy                                                (1) 

или приводящееся к такому виду при помощи алгебраических преобразований, 

называется дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными. 

Из этого определения следует, что дифференциальное уравнение вида 

0)(
2

)(
1

)(
2

)(
1

 dyyxdxyx   также является дифференциальным уравнением 

с разделяющимися переменными. В самом деле, из последнего уравнения 

следует, что 

,)(
2

)(
1

)(
2

)(
1

dxyxdyyx    
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поэтому                             
)(

2
)(

1

)(
2

)(
1

yx

yx

dx

dy








  

 

или                                         )(
2

)(
1

' yfxfy  , 

 

где                       ;
)(

1

)(
1)(

1 x

x
xf




               .

)(
2

)(
2)(

2 y

y
yf




  

Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными (1) можно 

привести к уравнению с разделенными переменными, разделив обе части этого 

уравнения на )0)(
2

()(
2

yfyf  и умножив на dx: 

.)(
1)(

2

dxxf
yf

dy
  

Обозначив через F1(x) и F2(y) первообразные  функций f1(x) и 
)(

1

1 yf
 

соответственно, мы можем записать это уравнение в виде  

dF2(y)=dF1(x). 

Отсюда следует, что  

F2(y)=F1(x)+C 

или 

   .)(
)(

1

2

Cdxxf
yf

dy
 

Это равенство дает общий интеграл дифференциального уравнения (1). Если 

его можно разрешить относительно переменной y, то мы получим общее 

решение дифференциального уравнения (1). 

При делении уравнения (1) на )(2 yf  мы могли потерять решения stcoy n , 

являющиеся решением уравнения 

0)(2 yf . 

Эти решения могут оказаться особыми. 



 

11 

Пример. Решить уравнение .sin' tgyxy   

Решение. Разделяем переменные 

dxtgyxdy  sin'  

или 

,sin dxx
tgy

dy
  

т.е. 

dxxdy
y

y
sin

sin

cos
  

значит 

.sin
sin

cos
Cxdxdy

y

y
   

Получаем общий интеграл: 

ln | siny| = - cosx+C. 

Пример. Решить уравнение 

0)1()( 22  dyxdxxxy  

Решение.        Имеем 

0
11 22







dy
y

y
dx

x

x
 

Умножаем обе части уравнения на 2: 

0
1

2

1

2
22







dy
y

y
dx

x

x
 

и получаем  

InC
1

2

1

2
22





  dy

y

y
dx

x

x
 

(Здесь удобнее записать произвольную постоянную через ln C, а не через С).  

lnC1)ln(y1)ln(x 22   

или 

C1)1)(y(x 22  . 

Мы нашли общий интеграл этого дифференциального уравнения. 
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Из начальных условий найдем произвольную постоянную  С, подставляя 

вместо x и y нули: 

(0+1)(0+1)=С, 

т.е. С=1. окончательно получаем частный интеграл-решение задачи Коши: 

.1)1)(1( 22  yx  

Пример. Решить уравнение 

.0)1(  xdydxyx  

Решение. Разделяя переменные, получим 

0
1




y

dy
dx

x

x
 

При этом могли потерять решения вида 

.0,0  yx  

Интегрируя предыдущее уравнение  найдем общий интеграл 

.2ln Cyxx   

Другие решения исходного уравнения будут 

,0,0  yx  

Причем эти решения не получается из общего решения ни при каком числовом 

значении С, т.е. это особые решения. 

Ответ: ,2ln Cyxx          .0,0  yx  

Замечание. Произвольная постоянная, возникающая при интегрировании, 

может быть записана в виде кС или к Cln  , где к-любой постоянный (ненулевой) 

множитель. 

В некоторых случаях такая запись удобна для упрощения ответа. 

Задача. Известно, что скорость распада радия прямо пропорциональна его 

количеству в каждый данный момент. Определить закон изменения массы 

радия в зависимости от времени, если при 0t  масса радия была ..0m  

Решение. Скорость распада определяется следующим образом. Пусть в момент 

t была масса m, в момент ..масса mmtt   За время t  распалась масса ∆m. 
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Отношение 
t

m




 есть средняя скорость распада. Предел этого соотношения при 

∆ 0t  

dt

dm

t

m

t






 0
lim  

есть скорость распада радия в момент t. По условию задачи 

                                                       ,km
dt

dm
                                                      (2) 

где k-коэффициент пропорциональности (k>0). Мы ставим знак минус потому, 

что при увеличении времени масса радия убывает и, следовательно, .0
dt

dm
 

Уравнение (2) есть уравнение с разделяющимися переменными. Разделяем 

переменные 

.kdt
m

dm
  

Решая уравнение, получим lnC,ktln   откуда  

kt.
C

m
ln   

                                                       .ktCem                                                     (3) 

Так как при t=0 масса радия была m0 то С должно удовлетворять соотношению 

.0 CCem tk


  Подставляя это значение С в равенство (3) получим искомую 

зависимость массы радия как функцию времени: 

                                                           .0

ktemm                                               (4) 

Коэффициент k определяется из наблюдений следующим образом. Пусть за 

время t0=0 распадается  % от первоначальной массы радия. Следовательно, 

выполняется соотношение 

,
100

1 0

00

kt

emm













 

откуда 

,
100

-1ln
0

kt 










 или .

100
-1ln

t

1
k

0












 

Таким образом, было определено, что для радия k=0,000436 (единица 
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измерения времени - год). Подставляя это значение k в формулу (4), получим: 

.000436,0

0

temm   

Найдем период полураспада радия, т.е. промежуток времени, за который 

распадется половина первоначальной массы радия. Подставляя в последнюю 

формулу вместо m значение Temm 000436,0

00 2/  , откуда  2ln000436,0  T  или 

 ллет1590
0,000436

ln2
T   

Заметим, что к уравнению вида (2) приводят и другие задачи физики и химии. 

Задания для самостоятельной работы к теме 1. 

Решить уравнения. 

1. .2' yyy   

2.     012'2  yxyxx  

3.   .0sin1cos'  xyyxy  

4.   .13 dxxydyx   

5. ).1()1( 2'2 yyyyx   

6. .)1()1( 2 dxydyyx   

7. .01( '2  xyyx  

8. .)21()1( 22 dyyxydxy   

9. .02' ctgyxtgy  

10. .0
2

 dxxedyye yx  

11. .0)1)(1()1( 22'  yxyyx  

12. .0)1(1 4'  yexxy  

С помощью линейной замены переменных привести уравнения к уравнению с 

разделяющимися переменными и решить их: 

13. .0)924()22(  dyyxdxyx  

14. .0)21(2)24(  dyyxdxyx  

15. .1)1(,0)33()1(2 22  ydyyyxdxyy  

16. .1)1(,)1( 2'  yyyyx  
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17. .1)0(,2sin)2( '  yxyy  

18. .
2

)1(,0)1()( 2'2 e
yyxxyxx   

19. .
2

1
)0(,33 2'  yyyy  

Ответы. 

1. .0,1)1(  yCey x  

2. ).( 2 xxCy   

3. .1,
cos1

cos



 y

xC

xC
y  

4. .0,
21

2

2  xC
xx

y  

5. .0,)1( 2  yCyyx  

6. .1,)1(  yCyx  

7. 
.1

1
2

2

Cx
y


  

8. .0),1( 222  yyCyx  

9. .,
2

,cos ZkkyCxctgxyIn  


 

10. .)1(2
2

Cexe xx    

11. .1,
1

1
1)1(

2

2
2




 yC
y

yInxxIn
x

 

12. .)1(arcsin
2

1 2 CeInyx y   

13. .42 2 yxCexy   

14. .43)2( 2 Cyxyx   

15. .22 2 yxCexy   

16. 
.4

32 
 arctgyInyInx  

17. .1
1


yy

x
In  

18. .62cos42  xyy  



 

16 

19. .
1


x

xe
y

x

1+ч 

20. .
1

1
3xx

y


  

 

Варианты контрольных заданий к теме 1. 

1. .0)1()1( 22  dyxdxy  

2. .0)1( 2  xydydxy  

3. .0)1()1( 2'2  yxyyx  

4. .)1( 2 xdydxy   

5. .011 2'2  xyyyx  

6. .1)0(;011 22  ydyxydxyx  

7. .1)1( '  ye y  

8. .1)1(;0  yxdyyInydx  

9. .2' yxy   

10. .0)1(2)1( 2  dxexdyxe yy  

11. .0)0(;')1(  yeyyу yн  

12. .0)1())(1( 22  dyydyedxey yx  

13. ).sin(' yxy   

14. .132'  yxy  

15. .1')( 2  yyx  

16. ).1()1( 2'2 xyyxy   

17. .)1)(1()1( 2

3

222 dyxyydxy   

18. .2'' yyyxy   

19. .0)1( 2  xydxdyx  

20. .0)1()1( 2'2  xyyyx  

21. .)1( 2 ydxdyx   

22. .1 '' xeyy   
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23. .1 '2' yxxyy   

24. .
2

sin
2

sin'
yxyx

y


  

25. .1)1( 2')2' yyxxy   

26. .12'  yxy  

27. .0)1(2)1( 2  dyeydxye xx  

28. .0)1())(1( 22  dxxdxedyex xy  

29. .)1)(1()1( 2

3

222 dxyxxdyx   

30. .112'  yxy  
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Тема 2. 

Однородные уравнения и уравнения сводящиеся к ним. 

 

1.Однородные уравнения. 

Определение: Функция ),( yxfz  называется однородной степени n , если для 

любого   справедливо тождество  

                                     ),(),( yxfyxf n    

Пример. :степенивторойфункцияоднородная3 22  yxyxf(x,y)  

).,()3(3)()()(3)(),( 2222222222 yxfyxyxyxyxyyxxyxf  

 

Пример. :степенинулевойфункцияоднородная
22





xy

yx
f(x,y)  

).,(),(
)()()(

);( 0
22

2

222

2

222222

yxfyxf
xy

yx

xy

yx

xy

yx

yx

yx
yxf 












 













  

Определение: Дифференциальное уравнение 

                                       ),( yxfy   

называется однородным, если ),( yxf - однородная функция нулевой степени. 

Из этого определения следует, что  

1)  уравнение вида  

 0),(),(  dyyxQdxyxP  

где ),( yxP  и ),( yxQ - однородные функции одной и той же степени n  также 

является однородным. В самом деле, это уравнение можно переписать в виде  

 dxyxPdyyxQ ),(),(   

или  

                                                      
),(

),(

yxQ

yxP

dx

dy
  

Тогда правая часть этого уравнения будет однородной функцией нулевой 

степени:  
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,
);(

);(

);(

);(

);(

);(

yxQ

yxP

yxQ

yxP

yxQ

yxP
n

n









 

что и требовалось доказать. 

2) Уравнение вида 











x

y
y '  

также является однородным. Последнее утверждение легко проверяется:  

.

















x

y

x

y





  

Пусть  

                                                            ),(' yxfy     

- однородное дифференциальное уравнение, т.е. ),();( yxfyxf  . Положим 

x/1  и приведем уравнение к виду  

                                                    









x

y
fy ;1 ,  

где первая часть уравнения есть функция отношения xy / . Введем новую 

неизвестную функции )(xuu  , полагая  

                                                    u
x

y
      

Тогда xuy  , и xuuy  . Таким образом наше уравнение относительно новой 

неизвестной функции примет вид:  

                                                  );1( ufxuu   

Это уравнение есть дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными. Запишем его в виде  

                                                     uuf
dx

du
x  ;1  

или, разделяя переменные, получим: 

.
);1( x

dx

uuf

du



 

при помощи интегрирования находим общий интеграл этого уравнения: 

  


C
x

dx

uuf

du

);1(
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или 

 


.ln
);1(

Cx
uuf

du
 

После вычисления интеграла, стоящего в левой части этого равенства, надо 

заменить функцию u отношением y/x, и задача будет решена. 

Пример: Решить уравнение: 

                                        
xy

yx
y

22 
  

Решение. То, что функция, стоящая в правой части этого уравнения, является 

однородной нулевой степени, проверено в п. 1. Делаем замену: 

                                                u
x

y
        xuy   xuuy   

и получаем  

                                             
xux

xux
xuu






22 )(
 

или 

     
ux

ux
xuu

2

22 )1( 
  

т.е.  

                                                   u
u

u

dx

du
x 
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Значит 

                                                     
u

uu

dx

du
x

221 
  

Разделяя переменные, получаем: 

,
x

dx
udu   

т.е. 

 

 

 

Таким образом 

   C
x

dx
udu
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Cxln
2

u 2

  

Окончательно получаем: 

Cx
x

y
 ln

2 2

2

 

-общий интеграл данного уравнения.  

 

2.Уравнения сводящиеся к  однородным. 

Уравнение вида 

                                              
111

'
Cybxa

Cbyax
y




                                                   (1) 

где 111 ,,,,, Cbacba -заданные постоянные, приводится к однородному. 

Очевидно, что при 01  сс  уравнение (1) однородное (убедиться). Поэтому 

считаем с, с1  (или одно из них) отличными от нуля. 

Произведем, в общем случае, замену переменных: 









y

aux
 

(т.е. преобразование параллельного переноса). 

Тогда .'

du

d

dx

dy
y


  

Подставляя в (1) новые значения ', yиyx  получим: 

                                   .
)(

(

11111 Cbabua

Cbabau

du

d









                                           (2) 

В силу произвольности α и β подберем их так, чтобы 









0

0

111 cba

cba




 (3) 

Решив систему (3) находим α и β, при которых уравнение (2) становится 

однородным: 

.
11 



bua

bau

du

d




  

Отсюда находим )(uf  и  переходя снова к x и y получим решение исходного 
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уравнения. 

В случае 
11 b

b

a

a
  система (3) не имеет решение. Но полагая   

                                                      kbbkaak
b

b

a

a
11

11

,,   

исходное уравнение приводится к виду 

1)(

)(
'

cbyaxk

cbyax
y




  

и подстановкой zbyax   оно приводится к уравнению с разделяющимися 

переменными. 

Пример. Решить уравнение 

12

343






xy

yx
y  

Решение. Вводя подстановку   vyux      , , получим  

                                     
 
 122

34343










vu

uu

du

dv
                                  (4) 

Подбираем теперь   и   так, чтобы  









012

0343




 

Ее решение дает 1 , 0 . Тогда  

                                                         
vu

vu

du

dv

2

43




                                                     (5) 

(однородное уравнение). Для его решения воспользуемся подстановкой zuv  . 

Имеем  

du

dz
uz

du

dv
  

Учитывая это, из (5) получим:  

zuu

zuu

du

dz
uz

2

43




  

Или, сокращая справа на u  и разделяя переменные: 

dz
zz

z

u

du

332

21
2 
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Его интегрирование дает общий интеграл уравнения (5) 

4/5

2
3334

3334

332
















z

z

zz

C
u  

Заменяя в этой формуле uvz / , запишем  

 

 

4/5

22

2

3334

3334

332
















uv

uv

uuvv

Cu
u  

Отсюда, производя обратную подстановку yvxu     ,1 , получим 

      

  
C

xv

xy

x

xxyy

















4/5

2

13334

13334

1

13132
 

Это и есть общий интеграл данного уравнения.  

Пример. Решить уравнение 

                                                           
342

12






xx

yx
y  

Решение. Замечая, что   112342  yxyx , введем подстановку: zyx  12

, yz  21 . Следовательно, наше уравнение приводится к виду: 

 
12

1
2

1




x

x
z  

Отсюда  

dxdz
z

z






12

1
 

Его интегрирование дает  

  zxezC 2412   

Переходя к старым переменным, имеем: 

  242342  yxeyxC  

Это и есть общий интеграл нашего уравнения.  

 

Задания для практических занятий к теме 2. 

 

Решить уравнения. 
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1. 









x

y
yyx ln1                                      9.     0452  dyxydxyx  

2. 
yx

yx
yx






22

                                        10.   03231  yxyx  

3.  dxyxyxdy 22                             11.   02  yxyyx  

4.  dyyxxydx 22                                      12.   0132  yyyx  

5.  dxyxyxdy 22                              13.   01522  yxyyx  

6.   02  ydydxyx                                 14.   01,
2

2





 y

yx

yx
y  

7.     031  dyyxdxyx                   15.   01,
2

2





 y

yx

xy
y  

8.     0422  dyyxdxyx                 16.     21,2\
2

 yyxyxy  

 

Ответы. 

1. Cxxey                                                       9.   31

12
32

22 75 



 x

yx
arctg

Ceyxxyyx  

2.   x

y

exyCx
2

                                           10.   1,12 1

3

  xexCyx x  

3. 0,222  xCxyxy                             11.  1

1
2

22 222 




 x

y
arctg

Ceyxyx  

4. 
2

2

2 y

x

Cey


                                                  12.     5321
3

 yxCxy  

5. 0,22  xCyxy                                13. 
1

2
232 22






yx

yx
Cyxyyx  

6. yx

x

Ceyx 


                                             14. x

y
arctg

eyx  22  

7. Cyxyxyx  622 22                          15.   122  x

y
arctg

eyx  

8.   22

2
2

22 12842 



 x

y
arctg

Cexyxy          16.   2

22

53

x

exyxy



   

 

Варианты контрольных заданий к теме 2. 

 

1.   03234  xyyyx  
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2. 22 xyyyx   

3.   044 2222  yxyxyyxyx  

4.   05234 2222  xxyyyyxyx  

5.  2232 yxyxy   

6.    2222 22 xyyyxyx   

7. 22 xyyx   

8.   0222 2222  yxyxyyxyx  

9.   xydxdyxy  24 3  

10.   02 23  dyyxxdxy  

11.   222
yxyxy   

12.   0123  xyyx  

13.   02122  yxyyx  

14.     0373773  dyyxdyxy  

15.     0 dyyxdxyx  

16.   023 224  xydydyxy ;   01 y  

17.     022 2222  dyxxyydyyxyx ;   11 y  

18. ydyydxxdx   

19.   02  dyyxxdxy  

20.   dyxdyyxyx 222   

21.     03223 22  dyyxxdyyxyx  

22.    dyyxyxdyxyy 22   

23.   032 22  dyxyxydx  

24. 
x

y

y

x
y  ,     01 y     

25. 22 xyyyx   

26.   02  dyxxyydx  

27. 
y

x
yyx ln  
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28.     01221  dyyxdxyx  

29.     042  dyyxdxyx  

30.     012012  dyxydxyx  

     

Тема 3. 

 

Линейные уравнения 1-го порядка. Уравнение Бернулли. 

 

1. Линейные уравнения 1-го порядка.  

 

Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка называется 

линейным, если оно является уравнением первой степени относительно 

искомой функции и ее производной.  

 Любое линейное уравнение первого порядка при помощи 

алгебраического преобразования может быть приведено к виду: 

                                                     xfyxpy                                                           (1) 

в  котором чаще всего записывают линейное дифференциальное уравнение. 

 Существует несколько (по существу равносильных) приемов решения 

линейного дифференциального уравнения. Мы изложим прием Иоганна 

Бернулли. Он основан на простом замечании, что любую величину h  

(переменную или постоянную) можно представить  в форме произведения двух 

сомножителей  

uvh   

причем один из них (например, v ) можно выбрать по своему желанию (но 

отличным от нуля). Например, в равенстве  

                                                      uvtgx   

мы можем взять xev  , или xv ln , или xv arcsin , или 21 xv   и т.п. 

Соответственно этому придется взять tgxev x  или 
x

tgx
u

ln
 , или 

x

tgx
u

arcsin
 , 
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 или 
21 x

tgx
u


 .  

Покажем, как это соображение можно использовать для решения линейного 

дифференциального уравнения. 

Представим (неизвестное нам!) решение y  уравнения (1) в форме  

                                                             uvy                                                          (2) 

причем пока не используем своего права выбора v . Подставляя (2) в (1), 

находим  

                                              )()( xfvxpvuvu                                                    (3) 

Теперь реализуем свое право выбора v , взяв его так, чтобы оказалось  

                                              0)(  xpv                                                                   (4) 

Для этого надо рассмотреть (4) как дифференциальное уравнение относительно 

v  и решить его. В (4) отделяются переменные  

                                                      0)(  dxxp
v

dv
 

Отсюда  

                                                          Cdxxpv )(ln  

Беря 0C и понимая под  dxxp )(  какую-нибудь одну первообразную для )(xp  

(этого достаточно, ибо в качестве v  мы можем взять любое частное решение 

уравнения (4), кроме 0v ), найдем сначала vln , а затем и саму функция v . В 

результате получится  

                                                           )(xAv                                                         (5) 

где )(xA  какая-то (известная!) функция. Подставляя (5) в (3),  получим (на 

основании (4)) 

                                                           )()( xfxAu   

Значит,  

)(

)(

xA

xf
u   

Откуда интегрированием найдем u :  

                                                           CxBu  )(  
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Отсюда из (2) и (5) получим  

                                                      )()( xACxBy   

Пример 1.  Решить уравнение  

xytgxy sin2  

Решение. Делаем замену 

vuy  ,  vuvuy   

и получаем  

xtgxuvvuvu sin2  

или 

xvtgxvuvu sin2)(   

Полагаем  

0 vtgxv  

или 

vtgx
dx

dv
  

Разделяем переменные: 

tgxdx
v

dv
  

Интегрируем:  

  tgxdx
v

dv
 

т.е.  

xv coslnln   

 

Потенцируя, получаем: 

x
v

cos

1
  

Подставляя это значение v  в уравнение  

xvu sin2  

имеем 

x
x

u sin2
cos

1
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или 

xxu cossin2   

т.е.  

xu 2sin  

значит 

Cxu  2cos
2

1
 

Находим общее решение данного в примере уравнения в виде  

x

x

x

C
y

cos2

2cos

cos
  

                                                                                                                            □      

Пример 2. Решить уравнение:   02cos2  yyyyyx  

Решение. На первый взгляд оно принадлежит к рассматриваемому типу. 

Однако,  заменив  y  на 
dx

dy
, умножив уравнение на dx  и разделив на dy , 

придадим ему вид  

                                                 02cos2 
dy

dx
yyyyx  

Это линейное уравнение, если принять y  за независимую переменную, а x  за 

искомую функцию. Приводя уравнение к виду (1), получим  

                                                yy
y

x
x y cos

2
   

Дальнейшее ясно: полагая uvx  ,  дадим уравнению вид  

                                        yy
y

v
vuvu yy cos

2









  

положив  

                                           0
2


y

v
v y  

находим  

                                               
y

dy

v

dv

2
  

откуда  



 

30 

                                               yv   

значит,  

                                                yyyu y cos  

и потому  

 Cyu  sin  

Таким образом,  

                                                yCyx )(sin   

Это общий интеграл нашего дифференциального уравнения. Найти из него y

мы, правда, не умеем, но, как уже отмечалось, мы считаем предложенное 

дифференциальное уравнение решенным. Изложенный прием перемены ролей 

x  и y  рекомендуется  запомнить.  

Задача. Зная, что сила тока  I  и электродвижущая сила E  в цепи с 

сопротивлением R  и самоиндукцией L  связаны соотношением 

                                                      
dt

dI
LRIE                                                          (1) 

найти силу тока в момент t . Положить E  постоянной, а силу тока в начальный 

момент равной нулю, т.е. 0)0( I .  

Решение. Разрешим наше уравнение относительно производной:  

                                                  
L

E
I

L

R

dt

dI
                                                          (2) 

Ясно, что мы имеем линейное неоднородное уравнение относительно функции 

)(tI . Решим его подстановкой )()( tvtuI  . Дифференцируя эту подстановку и 

подставляя (2), получим:  

vuvu
dt

dI
                     

L

E
uv

L

R
vuvu   

или 

L

E
v

L

R
vuvu 








  

Подбираем функцию )(tv  так, чтобы  

0 v
L

R
v ,    т.е.         dt

L

R

v

dv
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Его интегрирование дает  

t
L

R
v ln ,                   








 t

L

R
v exp  

Учитывая найденное значение v  в предыдущем уравнении, получим: 

L

E
ue

t
L

R




              dte
L

E
du

t
L

R

  

Интегрируя это равенство, запишем: 

Ce
L

E
u

t
L

R

  

Следовательно,  

t
L

R
t

L

R

ee
L

E
CI












  

Учитывая начальное условие 0)0( I , найдем значение произвольной 

постоянной:  

R

E
C 0 ,          

R

E
C   

Окончательно получим: 

)1(
t

L

R

e
R

E
I



 . 

 

                   

2. Уравнение Бернулли. 

 

Близким к классу линейных уравнений является обобщенное линейное  

уравнение (уравнение Бернулли): 

                                                     yxfyxay )()(                                               (1) 

которое преобразованием функции сводится к линейному.  

 Здесь )(),( xfxa - заданные непрерывные функции, а  - данное 

действительное число, которое предполагается отличным от 0 и 1, так как при 

1  становится линейным неоднородным, а при 1 линейным однородным 

уравнением. Очевидно также, что при 0  уравнение имеет тривиальное 
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решение 0y , а при 0,0  y .  

Уравнение решается заменой 

1 yz  

очевидность которой проявляется, если разделить обе части уравнения )1(   

на ay :  

   xfyxayy   1  

 Дифференцируя нашу подстановку   yyz   1  и учитывая это в 

последнем уравнении, имеем: 

   xfzxa
z






1
            )()1()1( xfzz    

Получили линейное неоднородное уравнение. 

Полагая uvz  , можно получить его общее решение. Проведем эти выкладки: 

vuvuz   

)()1()()1( xbuvxavuvu    

  )()1()()1( xbvxavuvu    

Полагая  

0)()1(  vxav  ,         dxxa
v

dv
)()1(    

После интегрирования получим: 

)(xAv      )0( C ,  

Где )(xA какая-то (известная!) функция. 

Тогда  

)()1()()( xfxAxu    

или   

 CxBu  )(  

Следовательно,  

 CxBxAz  )()(  

Проведя обратную замену  1 zy , получим: 

                            1 )()( CxBxAy                                                      (2) 
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Это и есть общее решение уравнения (1).  

 Естественно, что запоминать и пользоваться этой формулой для решения 

уравнения Бернулли нецелесообразно.  Эта формула дает возможность 

провести исследование проведения решения (1) при различных значениях  

  и C .  

 Например, при 0  мы имеем показатель корня 11   и, следовательно, 

0y  (т.е. 0y  не является решением уравнения Бернулли при 0 ). А при 

0  имеем 0y .  

 При решении уравнения Бернулли нет необходимости пользоваться 

готовой формулой (2) проще, как указано выше, превратить его в линейное 

уравнение. 

Пример. Решить уравнение  

1

1
8

3 


xy
yyx  

Решение. Ясно, что это уравнение Бернулли с 3a . Умножая обе части на 3y  

и вводя замену yyzyz  34 4, , получим  

1

1
2




x
zzx  

Это уже линейное неоднородное уравнение, которое решим методом 

подстановки uvz  . Имеем:  

1

1
22




x
vuvxuvux  

 
1

1
22




x
vvxuvux  

Подбираем функцию v  так, чтобы 02  vvx , т.е.  

x

dx

v

dv

2
  xv ln

2

1
ln              xv   

Следовательно,  

1

1
2




x
uxx                    

12 


xxx

dx
du  

Интегрируя, получим 
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12 
 

xxx

dx
u  

Чтобы вычислить интеграл в правой части, введем подстановку  

xtxx 2 ,         222 2 xtxtxx   

тогда  

t

t
x

21

2


 ,             dt

t

tt
dx

2)21(

)1(2




  

Проведем вычисление интеграла: 

 











 x

xxx
C

xxx
CC

tt

dt

xxx

dx
2

22

11

12
 

x

x
C

x

xx
C

1
1

2 



  

Поэтому 

x

x
Cu

1
  

Отсюда  

1 xxCz  

Обратной заменой переменных 4yz   получим окончательно  

14  xxCy  

Это общее решение исходного уравнения. 

Задача. Найти кривые, у которых отрезок, отсекаемый на оси ординат,  равен 

квадрату ординаты точки касания.  

Решение. Графическая иллюстрация дана на рис.   

 

 

 

 

 

По условию задачи 
2

BMOA  .  Но  yBM   а отрезок OA  находим из 
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уравнения касательной, проведенной в точке   )(:, xXyyYyxM  , полагая 

здесь 0X  (так как касательная проходит через точку ),0( YA ). Получаем 

xyyY   т.е. xyyOA  . 

Дифференциальное уравнение нашей задачи будет иметь вид  

xyyy 2  

т.е. 

211
y

x
y

x
y   

получим уравнение Бернулли )2( a . Разделив на 2y  и введя подстановку 1 yz

, получим линейное неоднородное уравнение  

                                           
x

z
xdx

dz 11
                                      (1) 

Решая его методом Лагранжа, имеем  

0
1

 z
xdx

dz
                        0

x

dz

dx

dz
 

Интегрируя, получим  

Cxz lnlnln  ;          
x

C
z   

Полагая здесь  xCC  , будем искать решение нашего неоднородного уравнения 

в виде  

x

xC
z

)(
  

Дифференцируя и подставляя результат в уравнение (1), имеем: 

22 x

C

x

C

x

CxC

dx

dz






 ; 

xx

C

x

C

x

C 1
22



 

т.е. 1C , CxC  . Следовательно, общее решение уравнения (1) будет 

 xC
x

z 
1

 

Замечая, что 1 yz , получаем 
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 xC
xy


11

        т.е.         
xC

x
y


  

Это и есть общее решение уравнения нашей задачи.  

 Искомые кривые, как нетрудно видеть, гиперболы (при 0C  прямая 

1y ). Кроме того, решением является и прямая 0y   (тривиальное решение). 

Прямые 0y  и 1y  обладает требуемым свойством.  

 

Задания для практических занятий к теме 3. 

 

Найти общее решение уравнений  

1. xeyy 2  

2. 22xyyx   

3.   012  dyxydxy  

4. 0
3

2 







 dyx

y
ydx  

5.   124 22  yxyxx  

6. yxyx  2  

7. x
x

y
y   

8.   xdydxyx   

9. 322 23  yxyx  

10. 0)( 2  dyyxydx  

11.   11,32  yxyyx  

12.   11,652  yxyyx  

13.  
3

1
1,7 4  yxyyx  

14.   11,35 2  yxyyx  

15. 32 22 yxyyx   

16. 234 xyyyx   
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17. 2y
x

y
y   

18. 2242 yxyyx   

19. 02 3  xyyy  

20. yxyyx 23 2   

21. 04 3  xyyy  

22. 0sin4 2  xyytgxy  

 

Ответы к задачам  

1. xx eCey    

2. 22xCxy   

3. 0,ln  yyCxy  

4. 
y

yCx
1

  

5. 
24

ln

x

xC
y




  

6. 2xCxy   

7. 2xCxy   

8. 0,ln  xxxCxy  

9. 
22

1

x
Cxy   

10. 0,2  yyCyx  

11. 
2

2

x
xy   

12. 
x

xy
1

2 5   

13. 4

3

1
xy   

14. 2xy   

15. 
x

Cx
y

11
2
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16. xCx
y

 41
 

17. 
2

1 x

x

C

y
  

18. 2

2

1
x

x

C

y
  

19. 12
1 2

2
  xCe

y

x  

20. x
x

C

y


2

1
 

21. 4
1

22


x

C

y
 

22. x
x

C

y
cos2

cos

1
  

 

Варианты контрольных заданий к теме 3. 

1. xxyy 22 2   

2.   11)12( 2  xyxyxx  

3. )1ln3(ln 3  xxyyxx  

4.   11 2  xyyx  

5. 232 xyyx   

6.      0121
4

 dxxydyx  

7.   12sin2sin  yyyx  

8. 
2

22 xxexyy   

9.     111 22  yxyxx  

10.   10;cossincos  yxxxyy  

11.  
 

0
2

ln2
ln1ln 




xx
yxyxx  

12. 
2

3

23
y

x
yyx   

13. 1)1( 2  yxyxy  
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14.    222 212 xyxyyx   

15. xyyyx 2)1( 22   

16. 23 xyyx   

17. 222 )1(2)1( xxyyx   

18. 
2

22 xxexyy   

19. xyxy cos1sin   

20.   0262  yyxy  

21. 0)2( 22  yyyxyx  

22. xyyyx ln2  

23. 3322 yxxyy   

24.   221 xyxyyx   

25. 13 32  xyyy  

26.   xyyy 10  

27.     01  dyyxdxyy  

28. 0)( 2  dyyxdx  

29. 1)1( 2  yxyxy  

30. 0)1( 22  xydxdyyx  

 

 

Тема 4. 

Теорема существования и единственности решения задачи Коши. 

 

Уравнения в полных дифференциалах.  

 

1. Теорема существования и единственности решения задачи Коши.  

Выше мы ознакомились с различными типами дифференциальных уравнений 

первого порядка, которые интегрируются в квадратурах. Но рассмотренными 

уравнениями далеко не исчерпываются различные уравнения 1-го порядка, и 
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класс этих уравнений, интегрирующихся в квадратурах, очень узок. В связи с 

этим большое значение приобретают приближенные методы решения 

дифференциальных уравнений.  

 Естественно, чтобы применить какой-либо метод приближенного 

интегрирования, необходимо быть уверенным в существовании (а также и в 

единственности) этого решения.  

 Поэтому основополагающей во всей теории обыкновенных 

дифференциальных уравнений является теорема Пикара (теорема 

существования и единственности решения, или иначе теорема Коши-Липшица).  

Итак, дано уравнение  

                                         yxfy , ,                                                      (1) 

Определенное  в области D : 

                                                byyaxxD  00 ,:                                    

и начальные условия  

                                                       0
0

yy
xx



. (2) 

Теорема (существования и единственности).  

Пусть правая часть дифференциального уравнения (1) такова, что:  

1) ),( yxf  есть непрерывная функция по совокупности аргументов в области D , 

а  следовательно, и ограниченная там, т.е., 

                                                       Myxf ),( ;                                               (3) 

2) ),( yxf удовлетворяет в области D  условию Липшица по переменной y , т.е., 

существует такое число 0L , что  axaxx  00 ,  и любых двух значений y  и 

y  

переменной byyy  0, , byy  0 , справедливо неравенство  

                                     yyLyxfyxf  ,, . 

Тогда существует единственное решение задачи (1), (2) )(xyy  , определенное и 

непрерывно дифференцируемое в интервале  hxhxI  00 , , где  Mbah /,min .  
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Без доказательства. 

Замечание 1. Дадим геометрическую картину области D , которая  может  быть 

любой ограниченной, замкнутой и выпуклой по y  

 

Замечание 2. Из того, что  yxf ,  непрерывна в замкнутой области D , следует 

существование постоянной 0M , удовлетворяющей условию (3) (теорема 

Вейерштрасса). 

Замечание 3. Переписав условие Липшица в форме  

                                 L
yy

yxfyxf




 ),(),(

 

Видим, что относительное приращение функции ),( yxf  и аргумента y во всех 

точках D  ограничено величиной L .  

На практике обычно условие Липшица заменяют более удобным требованием 

ограниченности частной производной по y  

                                          L
y

f





                                                       (4) 

где за постоянную  L  можно принять верхнюю грань yf  , т.к. по теореме о 

конечных приращениях  

       211212 ,),(),(),( yyyyxfyxfyxf y    

Следует помнить, что условие (4) есть только достаточное условие 

выполнимости условия Липшица.  
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Замечание 4. Доказательство теоремы проводится методом последовательных 

приближений (метод Пикара), который можно использовать и для 

приближенного решения задачи Коши. Приближения ищутся по формулам:  

      

x

x

nn ndyfyxyy

0

,...2,1  ,,   ; 100                           (5) 

Пример. При каких ограничениях линейное уравнение  

                                   xqyxpy  )(  

удовлетворяет условиям теоремы существования и единственности. 

Решение. Первое условие теоремы – непрерывность правой части уравнения 

(1)  yxf ,  в нашем случае      yxpxqyxf , . Это условие выполнено, если на 

рассматриваемом отрезке изменения ,, bxax  функции )(qp  и )(xq  являются 

непрерывными. Автоматически  тогда выполняется и второе условие теоремы 

существования и единственности, так как  

                                            )(xp
y

f





 

а )(xp - непрерывная функция на  ba,  и, следовательно, ограниченна по 

модулю.  

 Следовательно, если )(xp  и )(xq  непрерывна на  ba, , то через каждую 

точку  00 , yx , где  bax ,0  , а 0y  - произвольно, проходит единственная 

интегральная кривая нашего уравнения.  

Пример. Найти несколько последовательных приближений ..., 21 yy  к решению 

уравнения 22 xyy  , при начальных условиях: .0)0( y  

Решение. Имеем   00 xy . Далее, по формуле (5)  

303
)(

3

0

2
2

1

xx
dxy

x

 


  

 
63309739

73

0

736
2

2

xxx
dxy

x




















 





  

Выясним, на каком отрезке находятся эти последовательные приближения. 
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Пусть первая часть нашего уравнения задана в квадрате 11    ,11  yx . 

Тогда 22  yf y . А наибольшее значение функции   22, yxyxf   на этом 

квадрате 1max 22  yxM . Следовательно,  

                                    11,1min h  

т.е., последовательные приближения сходятся на отрезке  1,1 .  

 

2. Уравнения в полных дифференциалах.  

Напомним предварительно определения функции двух переменных; ее частных 

производных и полного дифференциала. 

Определение. Если каждой паре  yx,  значений двух, независимых друг от 

друга, переменных величин x  и y , из некоторой области их изменения D

соответствует определенное значение величины z , то говорят, что z  есть 

функция двух независимых переменных x  и y , определенная в области D . 

Символически функция двух переменных обозначается так:  

       yxfz ,      yxuu ,  и т.д. 

Например yxu  2 , или 221 yxz  … 

Определение. Совокупности пар  yx,  значений x  и y , при которых 

определяется функция  yxfz , , называется областью определения или 

областью существование этой функции. 

Например первая из предыдущих функций имеет смысл при любых значениях 

x  и y . Следовательно, естественной областью определение ее является вся 

плоскость xy , а вторая из них имеет смысл лишь при 101 2222  yxyx . 

Все точки  yx,  координаты которых удовлетворяют указанному неравенству, 

лежать в круге радиуса 1 с центром в начале координат и на границе этого 

круга. 

Определение. Частной производной по x  от функции  yxuu ,  называется 

производная по x , вычисленная в предположении, что y - постоянная. Частной 
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производной по y от функции  yxuu ,  называется производная по y , 

вычисленная в предложенном, что  x - постоянная.  

Из этого определения ясно, что правила вычисления частных производных 

совпадают с правилами вычисления производных для функций одной 

переменной, и только требуется каждый раз помнить, по какой переменной 

ищется производная.  

Пример. Дана функция yxu sin2  , требуется найти частные производные 
x

u


  

и 
y

u


  

Решение. yx
x

u
sin2




   yx

y

u
cos2 




 

Пример. yxz   здесь  

1


 yxy
x

z
                 xx

y

z y ln



 

Определение. Пусть дана функция   yxuu , , причем все частные производные 

x
u


 , 
y

u


  непрерывны в точке  yx, . Тогда выражение dy
y

u
dx

x

u
du









  

называется полным дифференциалом функции  yxuu , .  

Пример. Найти полный дифференциал функции yxu sin2  .  

Решение. Т.к. yx
x

u
sin2




, yx

y

u
cos2 




 и они непрерывны при всех значениях 

x  и y , находим:  

  dyxdxxdy
y

u
dx

x

u
du cossin2 2









  

Рассмотрим снова уравнение вида  

                                          yxfy ,                                                                (1) 

Или с учетом   
dx

dy
y        уравнение более общего вида 

                                        0),(),(  dyyxNdxyxM . (2) 

 Уравнение (2) называется уравнением в полных дифференциалах, если 

левая часть его представляет собой полный дифференциал некоторой функции 
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 yxu , . 

 При изучении этой темы необходимо ответить себе на следующие 

вопросы.  

 а) является ли данное уравнение уравнением в полных дифференциалах?

 б) если да, то какой найти функцию  yxu , , полным дифференциалом 

которой является левая часть нашего уравнения? 

 в) если функция  yxu ,  найдена,  то какое отношение она имеет к решению 

нашего уравнения (2)? 

 г) если данное уравнение не является уравнением в полных 

дифференциалах, то нельзя ли как-либо провести его к виду уравнения в 

полных дифференциалах?  

 Ответы на эти четыре вопроса и составляют суть этой темы.  

 Заметим, при   0,),( 0000  yxNyxM  к уравнению (2) в точке  00 , yx

неприменима теорема существования и единственности. Эта точка является 

особой точкой уравнения (2),  следовательно, поведение интегральных кривых 

в окрестности этой точки исследуется соответствующими методами. 

 В области, не содержащей особых точек, вопрос существования и 

единственности решения уравнение (2) можно исследовать, приведя его к 

уравнению вида (1) и применив к последнему соответствующую теорему 

существования и единственности.  

 Если известно, что левая часть уравнения (2) представляет собой полный 

дифференциал некоторой функции  yxu ,  (т.е. уравнение (2) является 

уравнением в полных дифференциалах):  

                                      ),(,),( yxdudyyxNdxyxM   

то, зная функцию  yxu , , мы можем легко ответить на третий из выше 

поставленных вопросов. А именно,  

                         Cyxu ,                                                                   (3) 

является  общим интегралом уравнения (2), так как из того, что   0, yxdu , 

следует,   Cyxu , . Если же даны начальные значения 00 )( yxy  . То 
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произвольную постоянную C  находят из равенства Cyxu ),( 00  и частный 

интеграл примет вид  

                                     ),(),( 00 yxuyxu  . 

Далее, предполагаем ),( yxM и  yxN ,  непрерывными вместе со своими 

частными производными 

                                    
x

N

y

M








    ,  

в некоторой области.  Нетрудно доказать, что необходимым и достаточным 

условием того, что левая часть (2) является полным дифференциалом, будет 

                                             
x

N

y

M









        .                                                        (4) 

Доказательство этого факта можно найти в любой из рекомендованной 

литературы.  В процессе доказательства мы получаем общий интеграл 

дифференциального уравнения (2):  

                   CdyyxNdxyxM
y

y

x

x
  ),(),( 0

00

                                       (5) 

 В этой формуле за первообразную  взята такая функция  yxu , , которая в точке 

),( 00 yx  обращается в нуль. Саму же точку ),( 00 yx мы можем выбирать в 

заданной области произвольно (лишь бы она не являлась особой).  

 Итак, на вопросы в пунктах а), б), в) мы имеем ответы.  

Пример. Решить уравнение 

                             03226 22  dxyxydyyxyx  

Решение. При интегрировании уравнения в полных дифференциалах не 

обязательно пользоваться готовыми формулами типа (5). Можно искать 

функцию  yxu ,  постепенно, пользуясь значением ее частных производных: 

                           yxM
x

u
,




,              yxN

y

u
,




. 

Выясним, прежде всего, является ли наше уравнение уравнением в полных 

дифференциалах. Так как  

                          232, yxyyxM   
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   yxyxyxN 26, 2   

то получим 

             yx
y

M
62 




           yx

x

N
62 




  

x

N

y

M









. 

Следовательно, уравнение в полных дифференциалах. 

 Обозначим 

                  232 yxy
x

u





    yxyx

y

u
262 




                                (*) 

Интегрируя первое из неравенств (*), считая y  постоянным, получим:  

                                     
x

yCxyyxyCdyyu
0

222 332   

Функцию )(yC подбираем так, чтобы удовлетворить второму из равенств (*):  

                              yxyxyCxyyx
y

263 222 



 

т.е.  

       yxyxyCxyx 266 22   

Отсюда  

                               2)(2)(2)( yyCydyydCyyC   

Итак,  

                                        222 3, yxyyxyxu   

а решение исходного уравнения 

                                       Cyxyyx  222 3 . 

 

Если же тождество (4) не выполнено, т.е.  

 
x

N

y

M









 

то уравнение (2) не является уравнением в полных дифференциалах. 

Оказывается, за счет умножения обеих частей уравнения (2) на функцию ),( yx

иногда удается привести левую часть (2) к полному дифференциалу. Такая 

функция ),( yx  называется интегрирующим множителем.  
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Необходимо рассмотреть вопрос, когда существует интегрирующий 

множитель, зависящий только от x  или только от y  (см. рекомендованную 

литературу).  

Задания для практических занятий к теме 4. 

1. Методом последовательных приближений найти приближения 

     xyxyxy 210 ,,  к решению задачи Коши. Если: 

а)   10,2  yxyy  

б)   00,32  yxyy  

в)   10,2 2  yxyy  

г)   00,2 32  yyxy  

2. Решить уравнение.  

1.   03ln31
3

22 







 dy

y

x
ydxyx   

2. 0
2sin

2
sin

2
2

2


















 dy

x

y
ydx

x

y
x  

3. 02
11

22


















 dyy

xy

x
dx

yx

y
 

4. 011 






















 dyedx

x

y
e x

y

x

y

 

5.    0,0,0ln1  yxdyxydx
x

y
 

6. 0
312

1
4

2

23


















 dy

y

x

y
dx

y

x
 

 

Ответы к задачам.  

1. Cyxyx  33 ln  

2. C
x

y
yx 

2
22 sin

 

3. Cy
x

y

y

x
 2  
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4. Cxey x

y

  

5. Cxyy )ln(  

6. C
yy

x
x 

1
3

2

  

  

Варианты контрольных заданий к теме 4. 

 В некоторых из этих уравнений, для облегчения их решения, указанно, в 

каком виде надо искать интегрирующий множитель ),( yx , чтобы данное 

уравнение стало уравнением в полных дифференциалах. 

1. 0)2()2( 2222  yyxyyxx  

2. 0)23(2)2(3 222  dyyxydxyxx  

3. 0
111

22222




































dy

y

x

yyx

y
dx

yxyx

x
 

4. 0
3

4sec
2

3
2

2
323

3

3
2 

















 dy

x

y
yyxdx

x

y
tgyx  

5. dy
xy

x
dx

x

y

y
x 



















11
2

22
 

6. 0
sin2sin

2

2


















 dy

y

x
ydxx

y

x
 

7. 0)32()23( 22  dyyxydxyxx  

8.   0ln1
1

2
1

22

2


















dyxxxdx

x
x

x

x
 

9. 0
222









x

ydxxdy

yx

ydyxdx
 

10. 0
1

coscos
1

sinsin 
















 dy

y
xyxdx

x
xyy  

11. 
 

   
0sin

coscos

cossin
22

2












dyy

xy

x
dx

xy

xyxy
 

12.     0)32sin(3)23cos(2)32sin(2)23cos(3  dyyxyxdxyxyx  
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13. 0)1()1( 2222  dyyxxdxyxy  

14. dyyxdxyx )3()31( 22   

15. 02)2( 22  xydydxxy  

16.     0)()( 22  dyyxydxxyx  

17. 0)()sin( 2  dyexdxxy  

18. 0)2()( 2  dyexdxxy y  

19. dyyedxyx x )2()( 2   

20. 0)cos()sin(  dyyxdxxy  

21. 03)2( 23  dyxydxyx  

22. 0)sin2()2( 2  dyyxydxxy  

23. 0)ln()1( 2  dyyxdxxy  

24. 0)ln2()ln( 2  dyyxydxxy  

25. 0)cos2()( 22  dyyyxdxye  

 

Тема 5. 

Уравнения первого порядка не разрешенные относительно производной. 

Неполные уравнения. Общий метод введения параметра.  

Уравнения Лагранжа и Клеро. 

1. Уравнения первого порядка не разрешенные относительно 

производной. 

Все уравнения, которые мы рассматривали выше, были уравнениями, 

разрешенными относительно производной. Общий вид дифференциального 

уравнения первого порядка, не разрешенного относительно производной будет:  

                               0,, yyxF  (1) 

Универсального метода интегрирования нет даже для произвольного 

уравнения, разрешенного относительно производной, а для уравнения вида (1) 

– тем более. 

При изучении этой темы следует внимательно разобраться с ситуацией, 
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которая возникает при разрешении уравнения (1) относительно y  (если это 

возможно) и с получающимися затем решениями последних уравнений. 

Покажем это на примере. 

Пример. Решить уравнение. 

                             0
2

 xyyyxy . (2) 

Решение. Это уравнение типа (1). Ясно, что оно является квадратным 

относительно y . Решая его по соответствующей формуле (относительно y ), 

получим два уравнения xy  и yy  . Соответственно, решения каждого из них 

будут:  

                                               C
x

y 
2

2

 (3) 

и  

                                                   xCey                                (4) 

Построим на одном и том же рисунке их графики  

 

 

 

 

 

 

 Легко убедиться, что оба семейства (3) и (4) удовлетворяют уравнению 

(2). 

 Но кроме (3) и (4) гладкой интегральной кривой (т.е. имеющей в каждой 

своей точке непрерывную производную) является также кривая, составленная 
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из дуги интегральной кривой семейства (3) и дуги интегральной кривой 

свойства (4).     

2. Неполные уравнения. 

п.1.Уравнения, содержащие только производную. Это уравнения вида  

                           0yF .                                 (1) 

Полагая, что это уравнение имеет некоторое число вещественных решений:  

 

 ,....2,1          iRy i                                      (2) 

 

имеем тождество  

 

   ,....2,1           0  iRF i                       (3) 

 

Интегрируя      (2), получим: , CxRy i                                           (4) 

Откуда                       

x

y-c
Ri  . 

Подставляя это значение iR в (3), имеем  

0 








x

y-c
F                                      (5) 

Это и есть общий интеграл уравнения (1).  

Пример. Решить уравнение  .013 y  

Решение.  

Вещественное решение  исходного уравнения: 

.1      1
x

cy
cxydxdyy


  

  

Следовательно  01

3








 

x

cy
 

есть общий интеграл исходного уравнения. 
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п.2. Уравнения, не содержащие искомой функции. 

Это уравнения вида  

  0, yxF .                                                    (1) 

Пусть (1) разрешимо относительно y , так что    ,...2,1           ixfiy   (2) 

Тогда совокупность общих решений  (2)    ,...2,1            icdxxfiy  

дает общий интеграл  уравнения (1). 

Если  (1) не разрешимо относительно  y ,  но параметризуемо, т.е. найдутся 

такие  

 ,tx      ,y t  

что 

 F(  ,t  t ) ≡0. 

 

Тогда, используя основное дифференциальное соотношение  

dxy dy
dx

dy
y  , 

имеем:    dtttdy     

Отсюда       cdttty   и общее решение (1) в параметрической форме имеет 

вид  ,ty        .  cdttty   

Если  (1) разрешимо относительно x, т.е.  ,tx                                     (4) 

то, полагая ,ty   получаем параметрическое представление:                       

 ,tx  ,ty                                                          (5) 

Отсюда  

  , dtttdytdxdy   

     Интегрируя последнее, имеем       ,  cdttty      ,ty   

т.е. опять решение в параметрической форме. 

Пример. Решить уравнение       

0


yx y  
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Решение.  Имеем  

yx y 
 . 

Представим его в параметрической форме: 

,ty     tx t   . 

Тогда       .
2

11,1
2

C
t

tCdtty dttdxydy ttt     

Общим решением исходного уравнения в параметрической форме будет 

tx t   ,   .
2

1
2

C
t

ty t    

п.3. Уравнения, не содержащие независимой  переменной. 

Это уравнения вида  

                                              0, yyF .                                         (1) 

Пусть оно разрешимо относительно y , что    ,...2,1      iyfiy  

Тогда 
   cx
yfi

dy
 ,...2,1     i  

 

есть общий интеграл (1). 

Если же (1) не разрешимо относительно y ,  но допускает параметризацию 

   tyty         , , 

то, используя основное соотношение dxydy  , получим     ,dxtdtt    

 
 

,dt
t

t
dx




              

 
  


 Cdt
t

t
x




. 

Итак  

),(ty    
 
  


 Cdt
t

t
x




 

есть решение в параметрической форме. 

Например, если (1) разрешимо относительно y , т.е. 

        ,yy    

то имеем параметризацию,   tyty        ,  и общее решение в параметрической 

форме будет        dxydy   
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 Cdt

t

t
x


,          ,ty   

Пример. Решить уравнение  

    .21
22 yyy   

Решение. Полагая  tyy 2  имеем   ,1 222 tyyy     0y  

,1 2ty     .1 2ty   

Тогда .
11122 22

t
tt

t

t

t

t

y
y 








  

Итак, имеем следующую  параметризацию 

21   ,
1

tyt
t

y  . 

Тогда        dxydy    ,1
1 2 dxtdxt
t













  

или    .
1

                   ,                 ,11
1

2

2

2
C

t
x

t

dt
dxdxtdt

t
dx 











  

 

и так общее решение в параметрической форме имеет вид 

,
1

,
1

t
t

yc
t

x   

Или исключая параметр  t :   .
1

cx
cxy


  

3.Общий метод введения параметра.  

п.1. Рассмотрим теперь полное уравнение общего вида     0,, yyxF .  (1) 

Допустим, что оно параметризуемо 

),(),,(),,( '  uyuyux              (2) 

так что 

0)),(),,(),,(( '  uuuF  

при всех значениях параметров u и υ . 

Из (2) имеем 

).(,, 











uyu

u
dydu

u
dx 



















  

Подставляя все эти соотношения в  равенство 
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,'dxydy  получим 

.),( 




































ddu

u
uddu

u
 

Полагая здесь u независимой переменной, а υ функцией от u получим  

                                               ),( 


uf
du

d
 .                                               (3) 

Найдя его решение (если это возможно) получим 

).,( cu   

 

Подставляя это в первые два из уравнений (2), получим общее решение 

уравнения (1) в параметрической форме: 

)).,(,()),,(,( cuuycuux    

п.2. Практическое применение изложенного выше метода связано с 

преодолением двух трудностей: а) нахождение параметрического 

представления уравнения (1) и б) интегрированием уравнения (2). 

Если (1) разрешимо относительно искомой  функции  первая трудность легко 

преодолевается. Действительно, пусть из (1) имеем  

),( 'yxy                          (4) 

Тогда полагая,  py '  получим ,'),,( pypxy         (5) 

т.е. параметрическое представление (4). 

Из соотношения dxydy '  имеем 

.dxpdx
x














 

Полагая здесь )(xpp   получим .
/

/

px

x
p

dx

dp






 

Его решение (если удастся найти )  будет ).,( cxp   

Учитывая это в (5) получим общее решение (4): 

                                                   )).(( xcxy   

п.3. Если уравнение (1) разрешимо относительно x, т.е. 

                                  ),( 'yyх                                    (6) 
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то полагая py ' , 

имеем: 

,),( pyх   py ' ,    т.е. (6)    параметризованное. 

Тогда из соотношения dxydy ' , подставляя вместо 'y  и dx   их значения 

получим 

,' py       
















 dpdy

y
dx




    

 

.
















 dpdy

y
pdy




 

 

Полагая здесь )(ypp   имеем  

 

                                                       ,1


















dy

dp

py
p


           

 

или 

         
ypdy

dp

p 






  1
. 

 

После преобразований 

).,( pyf
dy

dp
  

Его решение (если удастся найти его) 

).,( cyp   

Тогда общий интеграл (6) 

будет 

)).,(,( xyyx   

Замечание. Необходимо отметить, что в ряде выше рассмотренных случаях 

появляются еще и особые решения. Их рассмотрение мы опускаем. 
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4. Уравнения Лагранжа и Клеро. 

а) Рассмотрим уравнение вида  

                            )'()'( yxyy                                (1) 

где y является линейной функцией от x, а коэффициенты есть функции 

зависящие от y'. 

Это уравнение Лагранжа, которое интегрируется в квадратурах. 

Полагая  py '  получим: 

                   .'),()( pypxpy                               (2) 

Подставим в соотношение  dxydy '  значения из (2): 

                
.0))(')('())((

,)(')()('





dppxpdxpp

pdxdppdxpdpp




                 (3) 

Разделим обе части (3) на dppp ))(       :)0)((  pp  

                    
)(

)('

)(

)('

pp

p
x

pp

p

dp

dx













 .                            (4) 

Полученное уравнение есть линейное дифференциальное уравнение 

относительно .x  

Как известно, такие уравнения интегрируются, т.е. 

).,( cpx   

Учитывая это в (2) получим                                                                                                                       

   )( p ),( cp  )( p ,       ).,( cpx  ).,( cpx                                                                

Замечание. Случай 0p)( p  здесь не рассматривается. 

Пример. Решить уравнение 

22' yxyy  . 

Решение.   Из данного уравнения имеем 

 

                                   .' 22 yxyy   

Полагая ,' py   получим 

22 pxpy  . 

Используя ,'dxydy   получаем 
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pdxpdpdxpdpp  2x2 2 . 

Или 

0)1(2)( 2  dpxpdxpp . 

Разделив обе части на 02  pp  получим 

.
1

2

1

2

p
x

pdp

dx





  

Решая это линейное уравнение имеем: 

.1
)1( 2

1 



p

c
x  

Учитывая его в исходном уравнении, с учетом py '  получим 

.
)1(

2

2

1 p
p

c
y 


      

Следовательно  исходное уравнение имеет решение в параметрической форме: 

;1
)1( 2

1 



p

c
x        .

)1(

2

2

1 p
p

c
y 


  

в) Уравнение Клеро. В случае, когда в уравнении Лагранжа ')'( yy   

получаем уравнение 

)'('. yxyy   

которое и называется уравнением Клеро. 

Полагая здесь, как и выше py '  получим 

),( ppxy   откуда )'( dxydy   

,)(' pdxppxdppdx    

Или 

0)('(  ppx  . 

Это уравнение распадается на два: 0)(',0  pxdp   (5) 

Из первого имеем р=с. 

Подставляя в исходное уравнение 

 )'( py  , найдем общее решение уравнения Клеро  

),(ccxy   

которое является семейством прямых. 
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Очевидно, что общее решение уравнение Клеро получается формальной 

заменой . на cy'  

Второе  уравнение из (5) дает особое решение. 

Пример. Решить уравнение 

'2
'

y

a
xyy   (α>0-параметр). 

Решение. Это уравнение Клеро. 

Следовательно, его общее решение имеет вид: 

c

a
cxy

2
  ).0( c  

 

Задания для практических занятий к теме 5 

1. .0' 22 yy  

2. .)(27)1'( 23 yxy   

3. .04' 32  yy  

4. .'2 yxy   

5. ).1'('' 23  yyyyy  

6. '.' 22 xyyxyy   

7. .02' '2  xyyxy  

8. .2'2 yxy   

9. .8'2' 22 xxyy   

10. ).1('2' 2

2  xeyyyy  

11. .' 424 yyy   

12. .'3 yyx   

13. .1'' 2 yyx  

14. .'2' 32 yyy   

15. .)'()1'( 23 yyy   

16. .' 224 yyy   

17. .'2' 24 yyyy   
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Решить уравнения Лагранжа и Клеро 

18. .'' 2yxyy   

19. .'4' yxyy   

20. .'4'2 3yxyy   

21. ).'2(' yxyy   

22. ).'(3'3 yxyy   

23. .'2' 32 yxyy   

24. '.In' yyxy   

25. .)2'(' yyxy   

26. .1)'('2 2  xyyy  

27. '.In'2 yyxy   

Найти кривую, каждая касательная к которой образует с осями координат 

треугольник площади 2a
2
. 

Ответы. 

1. .xCey   

2. ;)( 3Cxxy   

3. .0;1)( 2  yCxy  

4. .0;)(2)( 22  yCyxCxy  

5. .;)(4 2 xCeyCxy   

6. ;xCey   .1 xCey  

7. .;222 xyCyCx   

8. .148;)2(2221In  xyxyCxxy  

9. .;2 22 CxyCxy   

10. .0;2exInCy x/2  y  

11. .1;0;)/1(1где,)1/()1(In
2

1
arct 4 2  yyyuCxuugu  

12. .234, 243 Cppyppx   

13. .1)12(3,1 222 Cppyppx   
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14. .0;2,23 232  yppyCppx  

15. .1;)1(,13
11

11

2

3 2/3 



 yppyCp

p

p
InpInx  

16. .0;1,
1

arcsin12 22 













 yppyC

p
px  

17. .0;1,)11(12 222  ypppyCpInpx  

18. .4; 22 xyCCxy   

19. .0);4(,  yCInppyCInppx  

20. .0;22,3 1322   yXppyCppx  

21. .2 CCxy  

22. .49);(3 323 xyyCxC   

23. .2;0;)1(,12)1( 2222   xyyppCpyppCx  

24. .1;  InxyInCCxy  

25. .;2 xyCCxy   

26. .278;1)(2 232 xyCxyC   

27. .22, 12 InpCpyCpxp    

28. .2xy  

 

Варианты контрольных заданий к теме 5. 

 

Варианты заданий 

1.   .
'2' yeyy   

2. .
'

'

y

xy
ey   

3. .sinIn '' yyx   

4.   .22 '2'  yyx  

5. .In '' yyy   

6. ].)(1[Inarcsin 2'' yyy   
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7. .)1(
'' yeyy   

8. .)(
'

1

2' yeyx   

9. .1])(1[ 2'  yx  

10. .4])(1[ 2

3
2'  yx  

11. .1)( '2'  yyyx  

12. .42)( '3'  yyyx  

13. .sin '' yyx   

14. ).cos1( ''' yyyy   

15. .In2 ''' yyxyy   

16. .In2 '' yxyy   

17. .)()1( 2'' yyxy   

18. .sin2 '' yxyy   

19. .
1

)(
'

2'

y
yxy   

20. .
2

3 '' eyxyy   

21. .
)(

1
2'

'

y
xyy   

22. .)( 2'' yxyy   

23. .01)( ''2'  yyyyx  

24. .)(1 2'' yxyx   

25. 
.)(1 2'

'
'

y

y
xyy


  

26. .
)(

1
2'' yy

y
x   

27. .)( 2'' yyx   

28. .)(1 2'' yyy   

29. .)(2 2'' yxyy   
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30. .)(1 2'' yxyy   

 

Дифференциальные уравнения второго порядка 

 

Тема 6. 

 

Уравнения второго порядка, допускающие понижение порядка. 

1.Основные понятия. 

Общий вид дифференциального уравнения второго порядка: 

0),,,( ''' yyyxF                                        (1) 

или, если его разрешить относительно производной: 

 

0),,( '  yyxfy                                        (2) 

Определение. Задачей Коши для дифференциального уравнения второго 

порядка (1) или (2) называется задача нахождения решения этого уравнения, 

удовлетворяющего начальным условиям: 

      ., 0
'

00 0
yyyy xxxx                              (3) 

Определение. Функция ),,( 21 CCxy   называется общим решением 

дифференциального уравнения второго порядка, если она удовлетворяет двум 

условиям: 

1) является решением уравнения (1) или (2) при любых значениях 

произвольных постоянных ;21 CиC  

2) при любых начальных условиях (3), взятых из области существования и 

единственности решения уравнения (1), найдутся такие значения произвольных 

постоянных ,СССС 202101   при которых функция 

 

),,( 2010 CCxy   

удовлетворяет условиям (3) 
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Определение. Любое решение уравнения  (1), получающееся из общего 

решения при конкретных числовых значениях произвольных постоянных 

21 CиC , называется частным решением дифференциального уравнения второго 

порядка. 

Рассмотрим те случаи, когда решение дифференциального уравнения второго 

порядка может быть сведено к решению дифференциального уравнения 

первого порядка. 

2. В этом пункте мы рассмотрим дифференциальные уравнения вида: 

)(xy  . 

T.к. ,)( ''yy   то 

,)( 1

' Cdxxfy   

откуда  

  21

' )( CxCdxdxxfy   

-общее решение этого дифференциального уравнения. 

Пример 3.4. найти общее решение уравнения: 

.sin xy   

Решение. 

1

' sin Cdxxy    

или 

.cos 1

' Cxy   

Откуда получаем 

.sin 21 CxCxy   

3. В этом пункте мы рассмотрим уравнения вида: 

,0),,( ''' yyxF  

т.е. уравнения, не содержащие в явном виде неизвестную функцию y  от   x. 

Сделаем замену 

),(' xpy   откуда ).(' xpy   

Тогда уравнение (4) примет вид 

,0),,( ' ppxF  
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т.е. будет уравнением первого порядка. Найдя общее решение этого 

уравнения  

),,( 1Cxp   

получим уравнение: 

).,( 1

' Cxy   

Решая его получим 

21),( CdxCxy     

или, обозначив 

2121 ),(),,( CdxCxCCx   , находим общее решения уравнения (4) 

 

).,,( 21 CCxy   

Пример. Найти общее решение уравнения 

.
'

x
x

y
y   

Решение. Вводим новую неизвестную функцию p(x): 

)(),( '''' xpyxpy   

и получаем  

x
x

p
p '  

-линейное дифференциальное уравнение первого порядка. Сделаем замену 

),()( xxup   '' uvup  : 

x
x

uv
uvvu  ''  

или 

.'' x
x

v
vuvu 








  

Полагаем 











)6(.

)5(0

'

'

xvu
x

v
v

 

Решаем уравнение (5) 

0
x

v

dx

dv
 или 

x

v

dx

dv
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т.е. 

.
x

dx

v

dv
  

Значит (находим частное решение): 

xv lnln   или .xv   

Подставляем найденное значение v в уравнение (6) и решаем его: 

,1или ''  uxxu  

т.е. 

.1Cxu   

Таким образом, получаем 

.)( 1 xCxp   

Далее полагаем  

.)( 1

' xCxy     или  .1

2' xCxy   

Проинтегрировав это уравнение, получаем общее решение дифференциального 

уравнения, заданного в этом примере 

.
3

2

2

1

3

CxC
x

y   

Замечание. Так как С1 –произвольная постоянная. то коэффициент при x
2
, 

равный С1
 
/2, мы можем заменить на С1 . 

4.В этом пункте мы рассмотрим уравнения вида: 

,0),,( ' yyyF  

т.е. уравнения, не содержащие в явном виде независимую переменную x. 

Сделаем замену 

),(' ypy   

т.е. переменную p будем считать сложной функцией от x , где промежуточной 

переменной будет неизвестная функция от y, т.е. )).(( xypp   

По правилу дифференцирования сложной функции получаем 

.
'

p
dy

dp

dx

dy

dy

dp

dx

dp

dx

dy
y    

Таким образом, уравнение (7) принимает вид 
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,0,, 









dy

dp
ppyF  

т.е. является дифференциальным уравнением первого порядка. 

Решая его, получаем 

).,( 1Cyp   

Отсюда  

).,( 1

' Cyy   или ).,( 1Cy
dx

dy
  

Разделяя переменные, имеем 

.
),( 1

dx
Cy

dy



 

Интегрируя это уравнение, получаем общий интеграл дифференциального 

уравнения, заданного в этом примере: 

.
),(

2

1

Сx
Cy

dy



 

Пример 3.7. решить уравнение: 

.)( 2'yyy   

Решение. Сделаем замену: 

dy

dp
pyypy  '''' ),(  

и получим 

.2p
dy

dp
yp   

Рассмотрим два случая: 

1) .0p  Тогда, ,0' y  следовательно  y=C- частное решение. 

2) .0p  Тогда  

.p
dy

dp
y   

Разделяя переменные, получаем: 

.
y

dy

p

dp
  

Интегрируем это уравнение: 
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.илиlnClnln 11 yCpyp   

Следовательно, получаем 

yC1

'y   т.е. .1 yC
dx

dy
  

Разделяем переменные: 

.1dxC
y

dy
   

и интегрируем 

.lnCln 21 Cxy   

В результате получаем общее решение данного примера 

  

 

Задания для практических занятий к теме 6. 

1. .)( 2''''''5'3'' yyyyyy   

2. .14 '' yy  

3. .23 3''''  yyyy  

4. .7 '42''' yyyyy   

5. .0)13()( 2'2''3  yyyyy  

6. .22 2'''' yyyy   

7. ).2()1( 2'''2  yyyy  

8. ).1)1(2 2'''  yyy  

Решить задачу Коши: 

9. '2 2)1( xyxy             3)0(;1)0( '  yy  

10. 0cos '2''  yxxxy     0)(;)( '   yy  

11. 









x

y
In

x

y
y

''

1        1)1(;2/1)1( '  yy  

12. 2' )(2 yxy                  4/1)2(;2/3)2( '  yy  

13. 2'' 32 yy                     1)2(;1)2( '  yy  

14. yey 2                       1)0(;0)0( '  yy  

.1

2

xC
eCy 
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15. )1()(2 ''2'  yyy         1)1(;2)1( '  yy  

16. 0)1( '  yey x            2)0(;1)0( '  yy  

 

Ответы: 

1. ,,4))((,)( 2121 CyxCCyCCxey   

2. .3)(12)(4 2111
2

1

2

3

xCCyСCy   

3. .2,2
3

2 3

211

2
3

xCyCxCyC 







  

4. .1 1

)
1

(

2

3 31

CeCy y
xC



















 

5. .1))(1( 21

2  CxCy  

6. .)(,11 ,211212
1

2

1

2

CxyCxCyCarctgeCCeCy C
x

C
x






 





   

7. .,sin1,1 2

1

2

12

2

1

2 1 CxyC
C

x
CyeCCyy C

x









  

8. .cos1,)2sin2(2 2

121 tCyCttCx   

9. 133  xxy  

10. xxxy sincos   

11. 2/2xy   

12. 1/1  xy  

13. 
2)4(

4




x
y  

14. 1In  xy  

15. 
x

x
y

1
  

16. xexy   

Варианты контрольных заданий к теме 6. 

Варианты заданий 

1. .065)( '2''  yy  
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2. .
'

'''

x

y
Inyxy   

3. .)()()( 4'2'2'' yyy   

4. .1)()( 2'''2''  yy  

5. .1)In21( '''  yy  

6. .1)( 2''  yx  

7. .4)(4 ''2''' xyyy   

8. .''')(

2
'

'2''











x

y
yyy  

9. .01'''''  xyxy  

10. .0)(3 2''''''  yyy  

11. .12 ''3'''4  yxyx  

12. .13'' yy  

13. .01)( 2'''  yyy  

14. .2)(1 ''2' yyy   

15. .1''34  yyy  

16. .)( '22''' yyyyy   

17. .)( 2''' yyy   

18.   .)(1 2
3

2''' yy   

19. .'' yey   

20. .)(1)2(2 2''' yyy   

21. .2)(1 ''2' yyy   

22. .)1()(2 ''2' yyy   

23. .0)( 2'''  yyy  

24. .0)()(2 4'2'''  yyyy  

25. .2)( 22''' yyyy   

26. .)( 3''''' yy   

27. .4)(4 ''2''' xyyy   
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28. .0)( 2'''''  yy  

29. 
.0)1(

;1)1(;01

'

''3





y

yyy
 

30. 
.1)1(

;1)1(;02)(

'

''2'





y

yyy
 

 

Тема 7. 

  Линейные дифференциальные уравнения второго порядка. 

1. Основные понятия. 

Рассматриваемый здесь класс уравнений является одним из наиболее важных 

для приложений и достаточно хорошо изучен. 

Определение. Дифференциальное уравнением второго порядка называется 

линейным, если оно является уравнением первой степени относительно 

искомой функции и ее первой и второй производных. 

    Линейное дифференциальное уравнение второго порядка может быть 

приведено (при помощи алгебраических преобразований) к виду: 

               ),()(')('' xfyxgyxpy                                                     (1) 

где )(xyy  -неизвестная функция. Таким образом, уравнение (1) представляет 

собой общий вид дифференциального уравнения второго порядка.  

Если   f(x) ≠ 0 ,то это уравнение называется неоднородным, если   ,0)( xf  то – 

однородным. 

Следовательно, линейное однородное дифференциальное уравнение второго 

порядка имеет вид: 

                                     .0)(')(''  yxgyxpy                                         (2) 

2. Свойства решений линейного однородного дифференциального уравнения 

второго порядка. 

Теорема.  Если )(1 xyy  -решение линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка (2), то функция ),(1 xCyy   где С - произвольная 

постоянная, также является его решением. 
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Доказательство. Нам дано: 

.0)(')( 111 


yxgyxpy  

Найдем производные функции :)(1 xCyy   

,'1Cyy    1'''' Cyy   

 и подставим в левую часть уравнения (2): 

,0))(')(''()(')('' 111111  yxgyxpyCCyxgCyxpСy  что и требовалось доказать. 

Теорема. Если )(1 xyy   и )(2 xyy  -два решения линейного однородного 

дифференциального уравнения второго порядка (2), то их сума )()( 21 xyxyy   

также будет его решением. 

Доказательство. Нам дано 

.0')(')('';0)(')('' 222111  yxgyxpyyxgyxpy  

Найдем производные функции :)()( 21 xyxyy   

2121 '''''';''' yyyyyy  и подставим их в левую часть уравнения (2): 

 

 

что и требовалось доказать. 

Следствие. Если )()( 21 xyyиxyy  - два решения уравнения (2), то и функция 

212211 игде),()( ССxyCxyCy   - произвольные постоянные, также является 

решением этого уравнения. 

3. Линейная зависимость и независимость функций. 

Определение. Функции )(1 xyy   и  )(2 xyy   называются линейно независимыми 

на интервале (a;b), если их отношение 

                                                 )(
)(

)(

2

1 xz
xy

xy
  

не является постоянной на этом интервале. Если же это отношение является 

постоянной, то функции )(1 xyy   и )(2 xyy   называются линейно зависимыми. 

Пример. Функции  3

1 )( xxy   и 22 )( xxy   являются линейно независимыми на 

любом интервале: 

,0))()(())()(()()(

)()())(())((

22211121

2121212121





yxgyxpyyxgyxpyyxgyxg

yxpyxpyyyyxgyyxpyy
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 .сonst
)(

)(
3

3

2

1  x
x

x

xy

xy
 

Пример. Функции 3

1 2)( xxy   и 2

2 )( xxy   являются линейно зависимыми на 

любом интервале: 

.2
2

)(

)(
2

2

2

1 
x

x

xy

xy
 

Определение. Определителем Вронского для двух функций  

)(1 xy  и )(2 xy  называется определитель вида 

.),( 1221

21

21

21 yyyy
yy

yy
yyW 


  

Отметим без доказательства следующее свойство определителя Вронского: 

Если )(1 xyy   и )(2 xyy   - два линейно независимых на интервале (a;b) решения 

линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка (2), то 

определитель Вронского для этих функций W(y1, y2) отличен от нуля для всех x 

из этого интервала. 

4. Теорема об общем решении линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка. 

Теорема. Если )(1 xyy   и )(2 xyy   - два линейно независимых на интервале 

(a;b) решения линейного однородного дифференциального уравнения второго 

порядка (2), то общее решение этого уравнения имеет вид: 

),()( 2211 xyCxyCy    21 игде СС  - произвольные постоянные. 

Замечание. Здесь под интервалом (a;b) мы понимаем любой интервал на 

котором функции p(x) и  (x) из уравнения (2) непрерывны. 

Доказательство. Тот факт, что функция )()( 2211 xyCxyCy   при любых 

значениях постоянных является решением уравнения (2), вытекает из следствия 

п.2 настоящей темы. 

   Пусть заданы начальные условия 

                                      ;00
yy xx       .00

yy xx


                                    (3) 

Нам надо доказать, что найдутся такие значения произвольных постоянных, 
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при которых решение )()( 2211 xyCxyCy   будет удовлетворять начальным 

условиям (3).   Итак  

                    ),()( 2211 xyCxyCy    и ).()( 2211 xyCxyCy   

Подставляя в эти выражения для yиy   вместо x значение x=x0 и учитывая 

начальные условия, получаем для нахождения значений произвольных 

постоянных С1 и С2 систему линейных уравнений:   

                                      








.)()(

;)()(

0022011

0022011

yxyСxyС

yxyСxyС
                                           (4) 

Определитель этой системы есть определитель Вронского в точке :0xx   

                                        .),(
)()(

)()(

021

0201

0201

xxyyW
xyxy

xyxy



  

Следовательно, по свойству определителя Вронского из п.3, он не равен нулю:                  

.0),(
021  xxyyW  

Отсюда следует, что система (4) имеет единственное решение                                               

С1     =С10,             С2=С20                                 и функция 

)()(Cy 220110 xyCxy   

удовлетворяет начальным условиям (3), и что требовалось доказать. 

Пример. Найти общее решение уравнение  

,02  xyyyx  

если 
x

x
y

sin
1   

есть его частное решение 

Решение. Нам надо найти второе частное решение )(2 xy , линейно независимое 

с первым. Обозначим: 

constxz
xy

xy
 )(

)(

)(

1

2  

Тогда  

);()()( 12 xzxyxy   zyzyxy 
112 )( zyzyzyxy 

1112 2)(  

Подставляя в данное уравнение, получим  



 

76 

    022 111111  zyyxzxyzxyyyx                                                                    

x

x
y

sin
1   

есть частное решение данного уравнения, то 

02 111  xyyyx , и поэтому имеем 

  02 111  zyyxzxy .                                     (7) 

Но, ,
sincos

21
x

x

x

x
y   а значит 

xyyx cos11   и уравнение (7) имеет вид 

0cos2sin  xzxz . 

Перепишем его в виде 

0
sin

cos
2 





x

x

z

z
. 

Вводя новую неизвестную функцию: 

dxdpzpz /;   

имеем 

ctqx
dxp

dp
2


 

Отсюда  dxctqx
p

dp
 2  

Находим частное решение этого уравнения: 

xp sinln2ln    т.е. xp 2sin/1  

Поэтому 

ctqx
x

dx
z

x
z   22 sin

,
sin

1
 

Отсюда  

x

x
ctqx

x

x
xy

cos
)(

sin
)(2   

Решения  

x

x
xy

x

x
xy

cos
)(,

sin
)( 21   

линейно  независимы, следовательно, по данной теореме, общее решение 
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данного уравнения имеет вид 

x

x
c

x

x
cycycy

cossin
212211   

Замечание. Так как  

   - с2 является как и с2 произвольной постоянной, что мы ее также обозначаем 

через с2. 

5.Теорема об общем решении линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка. 

В этом пункте мы будем рассматривать линейные неоднородные 

дифференциальные уравнения второго порядка 

                                )()()( xfyxgyxpy                                              (1) 

и соответствующие ему однородные уравнения                                                          

,0)()(  yxgyxpy                                                                                    (2) 

т.е. такие уравнения, левые части которых совпадают. 

Теорема. Общее решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка (1) может быть представлено в виде суммы общего 

решения соответствующего однородного уравнения (2) и частого решения 

уравнения (1). 

Пусть )(1 xyy   и )(2 xyy   -два линейно независимых решения уравнения (2) 

;0)()( 112  yxgyxpy  

;0)()( 222  yxgyxpy  

а )(* xyy  -частное решение уравнения (1): 

).()()())'(()('))'(( ***

1 xfxyxgxyxpxy   

Тогда легко доказать, что общее решение уравнения (1) имеет вид: 

),(*

2211 xyyCyCy   

где С1 и С2-произвольные постоянные. 

Если )(1 xyy   и )(2 xyy  - два линейно независимые на (a,b) решения уравнения 

(2), то общее решение неоднородного уравнения (1) может быть найдено при 

помощи квадратур методом вариации постоянных.  
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Суть метода в следующем. Пусть  

                                             )()( 2211 xycxycy  ,                             (5) 

где )(),( 21 xyyxyy   - линейно независимые на (a,b) решения уравнения (2), а 

с1, с2 – произвольные постоянные. 

Будем искать решение (1) в виде  

                                             2211 )()( yxcyxcy  ,                             (6) 

где )(),( 21 xсxc - пока неопределенные функции. Для их определения составляем 

следующую систему 

                                              








)()()(

0)()(

2211

2211

xfxcyxcy

xcyxcy
. 

Разрешая эту систему относительно )(),( 21 xcxc  получим 

                    ,)(
),(

)(),(
),(

)(
21

1
2

21

2
1 xf

yyw

y
xсxf

yyw

y
xс   

Отсюда находим  

                                 

,)(
),(

)(

)(
),(

)(

2

21

1
2

1

21

2
1

cdxxf
yyw

y
xс

cdxxf
yyw

y
xс








 

где 21 ,cc - постоянные интегрирования .   Подставляя найденные значения 

)(),( 21 xcxс в (5)  получим общее решение уравнения (1). 

Пример. Найти общее решение уравнения 

.
12

x
yy

x
y   

Решение. Общее решение соответствующего однородного уравнения имеет вид 

(см.пример 1) 

                                           
x

x
C

x

x
Cy oo

cossin
21.   

и, следовательно, его фундаментальная система решений будет 

                                                 .
cos

,
sin

21
x

x
y

x

x
y   

Будем искать общее решение данного уравнения методом вариации 
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произвольных постоянных: 

                                  ,
cos

)(
sin

)( 21
x

x
xC

x

x
xCy                                                  где 

)(),( 21 xCxC -пока неизвестные функции от x , подлежащие определению. Для их 

нахождения составим следующую систему: 

                              






















xx

xxx
xC

x

xxx
xC

x

x
xC

x

x
xC

1cossin
)(

sincos
)(

.0
cos

)(
sin

)(

2221

21

 

Отсюда находим: 

 

                                    ,cos)(1 xxC     .sin)(2 xxC   

Интегрируя, получим 

                         ,
~

sin)( 11 CxxC     .
~

cos)( 22 CxxC   

Подставляя эти значения )()( 21 xCиxC  в выражение для y , найдем общий 

интеграл данного уравнения 

                                      .
1cos~sin~

21
хx

x
C

x

x
Cy   

Пример. Решить уравнение .
cos

1

x
yy   

Решение. Соответствующее однородное уравнение будет .0 yy  его 

характеристическое уравнение 012   имеет мнимые корни ii  21 ,   и 

общее решение однородного уравнения имеет вид: 

                                         .sincos 21. xCxCy oo   

Общее решение исходного уравнения ищем в виде 

                                    ,sin)(cos)( 21 xxCxxCy  (А) 

где )()( 21 xCиxC  - неизвестные функции от x . Для их нахождения составим 

систему: 

                                         .

cos

1
cos)(sin

0)(sin)(cos

21

21













x
CxxCx

xCxxCx
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Разрешаем эту систему относительно )()( 21 xCиxC : 

                                .1)(;)( 21  xCtgxxC  

Откуда интегрированием находим: 

                                ,cos)( 11 CxInxC     ,)( 22 CxxC   

Подставляя выражения )()( 21 xCиxC  в (А), получим общий интеграл данного 

уравнения 

                        .sincosIncossin)cos 21 xxxxxCxCy   

Здесь xxxnx sincoslcos   есть частное решение исходного неоднородного 

уравнения. 

Задания для практических занятий к теме 7. 

Проинтегрировать следующие уравнения  21( yy  - частные решения 

однородного уравнения). 

1. .,0)1ln( 1
2 xyyyxyxx   

2. .;01)1( 1

2 xyyyxyx   

3. .
1

,53 1

42

x
yxyyxyx   

4. .
1

,6124)12(2)4( 1

22

x
yxxyyxyxx   

5. .sin,1 1

22 xxx eyxeyeyy   

6. .),32(2)12()1( 2

1

2 xyxxyyxyxx   

Ответы. 

1. .In 21 xCxCy   

2. .211 2

21 xCxCy   

3. .123

1 x
x

C
xCy   

4. .)12( 22
1 x

x

C
xCy   

5. .sincos 21

xx eCeCxy   

6. ).12(2

2

1

3  xCxCxy  
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Тема 8. 

Линейные однородные дифференциальные  уравнения второго порядка с 

постоянными коэффициентами. 

1. Метод Эйлера. 

Не существует метода, позволяющего находить общее решение любого 

линейного однородного дифференциального второго порядка. Однако такой 

метод существует для линейного однородного дифференциального уравнения 

второго порядка с постоянными коэффициентами. Этот метод называется 

методом Эйлера. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида 

                       ,0''  gypyy                                                                       (1) 

где p и g -постоянные. 

Метод Эйлера заключается в поиске частного решения этого уравнения в виде 

,kxey   где k-некоторое число. Находим  

,kxkey   kxeky 2  

и подставляем выражения для y, y' и y'' в уравнение (1): 

02  kxkxkx gepkeek  

или  

.0)( 2  gpkkekx  

Так как 0kxe  при любых k и x,то для того, чтобы выполнялось последнее 

тождество, необходимо и достаточно, чтобы число k являлось решением 

уравнения 
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.02  gpkk  (2) 

Это уравнение называется характеристическим уравнением 

дифференциального уравнения (1). Возможны три случая в зависимости от 

дискриминанта этого уравнения. 

2. Дискриминант характеристического уравнения больше нуля. 

В случае, когда дискриминант D=p
2 

- 4g характеристического уравнения (2) 

больше нуля, это уравнение имеет два корня k1 и k2. Следовательно, решив это 

уравнение, мы находим два частных решения дифференциального уравнения 

(1): 

;1

1
xk

ey   .2

2
xk

ey   

Эти решения будут линейно независимыми, так как 

const,12

1

2

1

2 
 )k(k

xk

xk

e
e

e

y

y
 

поскольку k1≠k2. Следовательно, согласно теореме об общем решении 

линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка 

(лекция 4, п.4), общее решение уравнения (1) имеет вид 

,21

21

xkxk
eCeCy                                                                     (3) 

где C1 и C2-произвольные постоянные. 

Пример. Решить уравнение 

.023  yyy  

Решение. Составляем характеристическое уравнение 

.0232  kk  

Решаем его: 

,189 D           ;
2

13
2.1


k  

;11 k            .22 k  

Согласно формуле (3) находим общее решение данного уравнения: 

.2

21

xx eCeCy   

3.Дискриминант характеристического уравнения равен нулю. 

Если дискриминант D=p
2
-4g характеристического уравнения (2) равен нулю, то 
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мы находим один корень этого уравнения 

2/1 pk   

и получаем одно частное решение дифференциального уравнения (1) 

.2/

21
1 pxxk

eCey   

Найдем теперь второе частное решение этого уравнения ),(2 xyy   линейно 

независимое с первым. Обозначим: 

const.)(
)(

)(

)(
2/

2

1

2 


x
e

xy

xy

xy
px

  

Тогда  

).()(
2

)(
2

)(
4

)(

)(')(
2

)(

)()(

2/2/

2/2/
2

2

2/2/

2

2/

2

xexe
p

xe
p

xe
p

xy

xexe
p

xy

xexy

pxpx

pxpx

pxpx

px

























 

 

Подставим эти выражения  )()(),( 222 xyиxyиxy   в уравнение (1) 

0))()()(
2

(

)()(')(
4

2/2/

2/2/2/
2

2/











xgexexe
p

p

xexpexe
p

pxpx

pxpxpx

px




 

или 

.0)(

)()(
24

)(

2/

2/2/
22

2/

















xe

xpexpeg
pp

xe

px

pxpxpx




 

Так как 

 

,0
4

4

4

4

24

2222








gpgp

g
pp

 

то равенство принимает вид 

0)(2/  xe px   или .0)(  x  

Мы получили дифференциальное уравнение относительно неизвестной 
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функции )(x . Решаем его: 

1)( Cx   .)( 21 CxCx   

Так как нам надо найти частное решение )(2 xy  дифференциального уравнения 

(1), то мы должны найти частное решение дифференциального уравнения 

относительно ).(x   

Полагая ,0,1 21  СС получаем искомое решение 

xx )(  

и, следовательно 

2/

2 )( pxxexy      или xk
xexy 1)(2


  

Следовательно, согласно теореме об общем решении линейного однородного 

дифференциального уравнения второго порядка  общее решение уравнения (1) 

имеет вид: 

xkxk
eСeСy 11

21


  

или 

),( 21
1 xССey
xk

  (4) 

где С1 и С2- произвольные постоянные. 

Пример. Решить уравнение: 

.096  yyy  

Решение. Составляем характеристическое уравнение 

.0962  kk  

Решаем его  

0.k1  0,36-36D   

Согласно формуле (4) находим общее решение этого уравнения 

).( 21

3 xССey x   

4. Комплексное числа. 

Прежде чем рассмотреть случай с отрицательным  дискриминантом 

характеристического уравнения, мы расширим понятие числа, а именно введем 

комплексные числа. 

Определения 1. Комплексным числом называется выражение вида a+bi, где a 
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и b действительные числа, i a -некоторый символ. 

2.Два комплексных чисел  dic и bia  считаются равными, если .db c,a   

3.Суммой комплексных чисел  dic и bia  называется комплексное число 

d)i(bc)(a   

4. Произведением комплексных чисел  dic и bia  называется комплексное 

число bc)i.-(adbd)-(ac   

Таким образом, действия над комплексными числами проводятся по правилам 

действий над многочленами с заменой   -1i2  : 

.)()()()(

,)()()()(

2 ibcadbdacbdibciadiacdicbia

idbcadicbia




 

Действительное число a называется действительной частью комплексного 

числа bia  , а выражение bi-его мнимой частью, число b-коэффициентом 

мнимой части. 

Число ,0 ia   будем обозначать через a и отождествлять с действительным 

числом a . Таким образом действительные числа составляют часть множества 

комплексных чисел. 

Число bi0  будем обозначать через bi  и называть число мнимым. 

5.    Два комплексных числа bia   и bia   называются сопряженными. Их сумма 

и произведение являются действительными числами: 

.2)()( abiabia   

.)()( 22 babiabia   

6.вычитание комплексных чисел вводится как действие, обратное сложению: 

,)()( iyxdiabia   

если  

)()()( yixdicbia   

т.е. 

,, ydbxca    

откуда 

.; dbycax   

Итак: 
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.)()()()( idbcadicbia   

7.  Если обозначить z=a+bi, то символ ze  оказывается определенным для 

любого комплексного числа z, причем сохраняются привычные нам законы 

  mzmzzzzzzzzz
eeeeeeee 


;; 21212121  (m- целое). 

Рассмотрим теперь функцию 

)sin(cos)( xixex xi   . 

Дифференцируя ее, находим 

),cossin()sin(cos)( xixexixiex xixi    

Откуда 

xiex xi sin)1()( 2    

 

Но 12 i . Значит 0)(  x . А тогда )(x  есть постоянная, значение которой не 

зависит от х. С другой стороны, непосредственно видно, что 1)0(  . Таким 

образом при всех х будет 

1)sin(cos  xixe xi

. 

Умножая это равенство на xie , приходим к знаменитой формуле Эйлера 

xixe xi sincos  . 

Отсюда при biaz   получим 

)sin(cos)( bxibxeeee abxiaxxbia 

. 

Заметим теперь, что квадратное уравнение с действительными 

коэффициентами и отрицательным дискриминантом имеет два сопряженных 

комплексных корня, которые находятся по обычной формуле для корней 

квадратного уравнения с учетом того, что 

,iDD   

Где D-дискриминант уравнения, а D  - его абсолютная величина. 

Пример. Решить уравнение: 

.02562  xx  

Решение. ,6425436 D  поэтому 
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.
2

86
2.1

i
x


  

 

Ответ: .43;43 21 ixix   

5.Дискриминант характеристического уравнения меньше нуля. 

В случае, когда дискриминант gpD 42   характеристического уравнения (2) 

меньше нуля, это уравнение имеет два комплексных сопряженных корня 

.21 ikиik    В этом случае мы получаем два частных решения 

дифференциального уравнения (1): 

xey ax sin1   и .cos2 xey ax   

Эти решения будут линейно независимыми: 

.
sin

cos

1

2 constxctg
xe

xe

y

y
ax

ax

 



 

Следовательно, согласно теореме об общем решении линейного однородного 

дифференциального уравнения второго порядка общее решение уравнения (1) 

имеет вид: 

xeCxeCy axax  cossin 21   

или 

).cossin( 21 xCxCey ax    (5) 

Пример 5.6. решить уравнение: 

.02/93  yyy  

Решение. Составляем характеристическое уравнение: 

.02/932  kk  

.
2

3

,2

3
,

2

3

2

3
,

2

3

2

3

.
2

33
92/949

21

2.1






aikik

i
kоткудаD

 

Согласно формуле (5) находим общее решение этого уравнения 

.
2

3
cos

2

3
sin 21

2/3










x
C

x
Cey x  
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Задания для практических занятий к теме 8 

 Решить уравнения: 

1.  0'2''  yy  

2. 05'4''  yyy  

3. 04''  yy  

4. 0'4''4  yyy  

5. 03'4''  yyy  

6. 02'5''2  yyy  

7. 010'2''  yyy  

8. 04'4''  yyy  

9. 013'6''  yyy  

10. 05'8''4  yyy  

Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие начальным условиям: 

11. 0'2''  yyy  

12. 03'4''  yyy  

13. 029'4''  yyy  

14. 0'2''4  yyy  

15. 06'5''  yyy  

16. 03'2''  yyy  

17. 0'2'' 2  yaayy  

18. 02'2''  yyy  

19. 05'4''  yyy  

20. 04'5''  yyy  

Ответы. 

1. xeCCy 2

21   

2. )sincos( 21

2 xCxCey x   

3. )2sin2cos 21 xCxCy   

4. )( 21

2/ xCCey x    



 

89 

5. xx eCeCy 3

21

   

6. 2/

2

2

1

xx eCeC   

7. )3sin3cos( 21 xCxCey x    

8. )2

2

2

1

xx xeCeCy    

9. )2sin2cos( 21

3 xCxCey x    

10. )2/sin()2/cos(( 21 xCxCey x   

11. 2)37(  xexy  

12. xx eey 324   

13. xey x 5sin3 2  

14. )2(2/ xey x    

15. xey 2  

16. ))2sin(2)2(cos( xxey x   

17. )( 2xaaey ax    

18. )sin2(cos xxey x    

19. )sin(cos3 2 xxey x    

20. xx eey 27 32   
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Тема 9. 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка с 

постоянными коэффициентами. 

1. Постановка задачи. 

Согласно теореме о структуре общего решения линейного неоднородного 

дифференциального уравнения второго порядка для решения такого уравнения 

необходимо найти общее решение соответствующего однородного уравнения и 

частное решение данного неоднородного уравнения. Первая из этих задач 

рассматривалась в предыдущей лекции, а второй будет посвящена данная  

лекция. Мы здесь займемся решением второй из этих задач одним из 

возможных методов, а именно методом подбора частного  решения для 

некоторых видов правой части уравнения. И так, мы рассматриваем уравнение 

),(xfgyypy   (1) 

где p и g-константы. 

2. Случай .)()( ax

n exPxf   

Здесь под )(xPn   мы понимаем многочлен степени n. Частное решение ищется в 

виде: 

1) ,)()(* ax

n exQxy  если   не является корнем характеристического уравнения 

для соответствующего однородного уравнения, причем )(xQ -многочлен n-

ой степени с буквенными коэффициентами: 

.)( 1 DMxBxAxxQ nn

n    
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2) ,)()(* ax

n exxQxy   если корни характеристического уравнения действительные 

и различные и один из них равен  . 

3) ,)()( 2* ax

n exQxxy   если корень характеристического уравнения равен   при 

дискриминанте, равен нулю. 

Пример. Решить уравнение: 

.765 2xeyyy   

Решение. Решаем соответствующее однородное уравнение: 

.065  yyy  

Составляем характеристическое уравнение и решаем его: 

;0652  kk  откуда .3;2 21  kk  

Общее решение однородного уравнения имеет вид  

.3

2

2

1

xx eCeCy   

Ищем частное решение неоднородного уравнения в виде 

)2( 12  kk  

.2* xeAxy   

Тогда  

.44422''

;2

22222*

22'*

xxxxx

xx

AxeAeAeAeAey

AxeeAxy




 

Подставляем в уравнение 

xxxxxx eAxeAxeAeAxeAe 222222 7610544   

или 

.7 22 xx eeA   

Последнее равенство должно быть тождеством. Получаем 

.7A  

Значит 

.7 2* xxey   

Таким образом получаем общее решение данного уравнения 

.7 23

2

2

1

xxx xeeCeCy   
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Пример. Решить уравнение: 

.1012127 2 xxyyy   

Решение. Решаем однородное уравнение 

.0127  yyy  

,01272  kk  

откуда 

.

;43

4

2

3

1

41

xx eCeCy

kиk




 

В нашем случае 

,)1012(1012)( 022 xexxxxxf   

значит .10)()(;0 2 xxPxPn   Ищем решение в виде  

.2* CBxAxy   

Находим  

AyиBAxy 2''2 **   

и подставляем в уравнение: 

xxCBxAxBAxA 10121212127142 22   

или 

.10121272)1412(12 22 xxCBAxABx   

Так как равенство тождественное, то коэффициенты при одинаковых степенях 

x  должны быть равны 















012C7B2A

1014A2B        

1212A                

 

Решаем систему 

,1;2;1  CBA  

т.е. частное решение имеет вид: 

а общее решение 

.1224

2

3

1  xxeCeCy xx  

 

,122*  xxy
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3.Случай ).sincos()( xNxMexf ax    

Заметим, что здесь M и N – числа. 

Частное решение в этом случае ищется в виде 

1) ),sincos(* xBxAey ax    если корни характеристического уравнения 

;2.1 ik    

2) ),sincos( xBxAxey ax    если корни характеристического уравнения равны 

.2.1 ik    

Пример 6.3 Решить уравнение: 

.2sin23 xyyy   

Решение. Решаем соответствующее однородное уравнение: 

.

.2;1

;023

;023

2

21

21

2

xx eCeCy

kk

kk

yyy









 

Ищем частное решение неоднородного уравнения в виде 

).2;2;0( 2.1 ik    

.2sin2cos* xBxAy   

Тогда 

.2sin42cos4''

;2cos22sin2'

*

*

xBxy

xBxAy




 

Подставляем в уравнение 

.2sin2sin22cos2

2cos62sin62sin42cos4

xxBxA

xBxAxBxA




 

;2sin2sin)26(2cos)62( xxBAxBA   

Так как равенство тождественное, то приравниваем коэффициенты при cos 2 x и 

sin 2 x: 









126   

062

BA

BA
 

Решаем систему: 
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1218

3               

BB

BA
 

20/1B  и .20/3A   

т.е. частное решение имеет вид: 

,2sin
20

1
2cos

20

3* xxy   

а общее решение: 

.2sin
20

1
2cos

20

32

21 xxeCeCy xx   

 

 

 

Задания для практических заданий к теме 9. 

Решить уравнения: 

1. xeyyy 22   

2. xyyy 2cos)2/17(52   

3. xyyy 222   

4. 154  yyy  

5. xeyyy 432   

6. 22 xeyy x   

7. xxeyy 4  

8. xxeyyy 324   

9. xyyy sin23   

10. xyy sin4  

11. xexyyy 2445   

12. xeyy x cos9 3  

13. xxeyyy 62   

14. xxeyyy 244   
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15. 
).43()4;sin2)3

;3)2;10)1)(),(23 2

xex

eeравнаxfеслиxfyyy

x

xx



 

 

16. 
.2sin)4;cos)3

;3cos8)2;22)1)(),( 3

xexx

xxxравнаxfеслиxfyy




 

 

Ответы. 

1. xxx eeCeCy   2/

21  

2. xxxCxCeCy x 2sin22cos2/1)2sin2cos( 211    

3. 1)sincos( 21  xxCxCey x  

4. 2,05

21   xx eCeCy  

5. xxx eeCeCy 43

21 )5/1(    

6. 22

21   xxeeCeC xxx  

7. xexxCxCy )22(sincos 21   

8. xxx exxeCeCy )3/2/( 22

21    

9. xxeCeCy xx cos3,0sin1,02

21   

10. xxxCxCy cos2sincos 21   

11. xxx exxeCeCy 224

21 )322(   

12. )cos37/1sin37/6(33

2

3

1 xxeeCeCy xxx    

13. xexxCCy )( 3

21   

14. xx exexCCy 22

21 )32/116/()(    

15. 
).2()4;sin5/1cos5/3)3

;3)2;3/5)1,,

2

2**2

21

xxexx

xeeравнoyгдеyeCeCy

x

xxxx



 

 

16. 
xexxxx

xxxравнoyгдеyxCxCy





cos2/1)4;sin2/1)3

;3cos)2;2132)1,,sincos 3**

21  

 

Варианты контрольных заданий к теме 9. 

  

Решить линейные неоднородные уравнения:  

1.   xexyyy 2123   



 

96 

2. xexyyy  22  

3. xxeyyy  92  

4. xexyyy  2186  

5. xeyy x cos  

6. xeyyy x sin
2

1
  

7. xexyyy 22 244   

8. xxeyyy x sin522 2    

9. xxeyy x 2sin44 2    

10. xxexyyy 38cos232   

11. xxeyy x 3cos369 3    

12. xxeyyy 33696   

13. xxeyyy 23244   

14.   xexyy x 2sin1025    

15.   xexyy x cos234   

16. 282cos84 2  xxeyy x  

17. xxyyy 2sin82cos9134   

18. xeyyy 2234   

19.     10,00,sin2  yyxyy  

20.   11 30,51,182   eyeyxeyyy x  

21.     13,03,
3

sin69   yy
x

yy  

22.       000,1cos  yyxyy  

23.    
2

,0,
2

cos44


  yy
x

yy  

24.       000,1sin2  yyxyy  

25.     eyyxeyyy x  1,01,22  

26.     eyeyxeyyy x 51,1,223   

27.       000,1sin  yyxyy  
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28.     10,00,
cos

1
 yy

x
yy  

29.     011,
1

2   yye
x

yyy x  

30.     011,
1

2   yye
x

yyy x  

 

Ответы к вопросам:  

1. xxx exeCeCy 222

21
2

1
  

2.   xx e
x

exCCy  
12

4

21  

3. xxx exxeCeCy 








 22

21
2

3
 

4. xxx exxeCeCy 








 22

2

2

1
2

3
 

5.  xxeeCeCy xxx sin2cos
5

1
21    

6.  xxex
x

C
x

Cey x cos2sin
5

2

2
cos

2
sin 21

2 











 

7.    342
8

1 22

21

2  xxxxCCey x  

8.    xxexxeCeCy xxx cossin3
2

1
23

9

1 22

2

2

1    

9.   xxexxCxCy x 2cos
4

1
13

4

1
2sin2cos 2

21    

10.    xxexxeCeCy xxx sincos2
5

1
3

2

1 32

2

3

1    

11.   xxexxCxCy x 3sin
2

1
13

9

1
3sin3cos 3

21    

12.   xx exexCCy 33

21
3

2








   

13.     xx exexCCy 22

21 12   

14.   xxexxeCCy xx 2sin22cos32

21    

15.   xxexxeCCy xx sincos1221   
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16. 224

21 2cos xxeeCCy xx   

17.   xxCxCey x 2cos3sin3cos 21

2   

18.   xx exxCCey 22

21

2    

19. xxy cos  

20.   xexxy  23 2  

21.  
3

cos3
x

xy    

22.  1sin
2

1
sin1sin

2

1
 xxxy  

23.  
2

cos2
x

xy   

24.  1cossin1cos  xxxy  

25.  232  xxey x  

26.   xx exxey 428 212    

27.  1cos
2

1
sin1cos

2

1
 xxxy  

28.   xxxxy coslncossin1  

29.   xexxxy  ln1  

30.   xexxxy ln1   
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Тема 10. 

Системы дифференциальных уравнений. Понятие о теории устойчивости 

Ляпунова. 

П.1. Системы дифференциальных уравнений  

 Мы ограничимся рассмотрением систем двух дифференциальных 

уравнений. С подобными системами приходится встречаться часто в 

теоретической механике, сопротивлений материалов и других приложениях 

математики.  

 Система дифференциальных уравнений первого порядка вида  

 

 













yxt
dt

dy

yxt
dt

dx

,,

,,,





                                          (1) 

Где t  - независимая переменная; )(),( tytx - независимые функции, называется 

нормальной. 

 Пара функций )(),( tyytxx   является решением системы (1) если каждое 

из уравнений системы они обращают в тождество.  

 Класс функций вида  
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,,,

,,,

21

21

CCtyy

CCtxx
  

Называется общим решением системы (1), если при всех значениях 

произвольных постоянных ,, 21 CC  соответствующая пара функций  yx,  является 

решением системы. 

 Для системы дифференциальных уравнений (1) можно сформулировать 

задачу Коши: найти решение  

 
 

 







,

,

tyy

txx
 

удовлетворяющее начальным условиям 

 
 

 







00

00

yty

xtx
 

  

 Иногда нормальную систему дифференциальных уравнений удается 

свести к одному уравнению второго порядка, содержащему одну неизвестную 

функцию. Это может быть достигнуто дифференцированием одного из 

уравнений системы и исключением всех неизвестных, кроме одной (метод 

исключения). 

 Если первые части уравнений системы (1) являются линейными 

функциями, то система называется линейной. 

 Ограничимся рассмотрением линейной однородной системы с 

постоянными коэффициентами  

                                               














qypx
dt

dy

byax
dt

dx

                                          (2) 

где qpba ,,, - некоторые числа. 

Переобозначим производные: 
dt

dy
y

dt

dx
x  , . Тогда система (2) примет вид  

                                                           








qypxy

byaxx
                                       (3) 

Пусть для определенности 0p .  
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Выразим x  из второго уравнения системы (3) 

                                                            qyy
p

x 
1

                                    (4) 

Дифференцируем второе уравнение системы (3) по переменной t :  

                                                             yqxpy   

Затем подставляем в него x  из первого уравнения системы:  

  yqbyaxpy   

В полученное равенство вместо x  подставим выражение (4) 

                                                    yqpbyaqyyay   

или 

                      0)()(  ypbaqyqay                                           (5) 

 Соотношение (5) – это линейное однородное дифференциальное 

уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами.  

 В соответствии с корнями 21,  найдем фундаментальную систему 

решений 1y  и 2y , а затем и общее решение уравнения (5). 

     tyCtyCy 2211   

 Затем из равенства (4) находим функцию  21,, CCtx . В результате будет 

получено общее решение системы (3).  

П.2. Понятие о теории устойчивости Ляпунова. 

Так как решения большинства дифференциальных уравнений и систем 

уравнений не выражаются через элементарные функции или квадратуру, то в 

этих случаях при решении конкретных дифференциальных уравнений 

применяются приближенные методы интегрирования.  

 Недостаток этих методов заключается в том, что они дают только одно 

частное решение; чтобы получить другие частные решения, нужно все 

вычисления проводить снова. Зная одно частное решение, нельзя сделать 

заключение о характере других решений.  

 Во многих задачах механики и техники бывает важно знать не 

конкретные значения решения при данном конкретном значении аргумента, а 

характер поведения решения при изменении аргумента, и, в частности, при 
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неограниченном возрастании аргумента. Например, бывает важно знать, 

являются ли решения, удовлетворяющие данным начальным условиям, 

периодическими, приближаются ли они асимптотически к какой-либо 

известной функции, и т.д. Этими вопросами занимается качественная теория 

дифференциальных уравнений.  

 Одним из основных вопросов качественной теории является вопрос об 

устойчивости решения или об устойчивости движения; этот вопрос был  

подробно исследован знаменитым русским математиком А.М. Ляпуновым 

(1857-1918).  

 Пусть дана система дифференциальных уравнений  

                            yxtf
dt

dx
,,1               yxtf

dt

dy
,,2                                          (1) 

Пусть  txx   и  tyy   - решение этой системы, удовлетворяющее начальным 

условиям  

                                      00
xx

t



                   00

yy
t




                         )1(   

Пусть далее,  txx   и  tyy   - решение системы (1), удовлетворяющее 

начальным условиям  

                              00
xx

t



                   00

yy
t




 .                        )1(   

Определение. Решение  txx   и  tyy  , удовлетворяющие уравнениям (1) и 

начальным условиям )1(  , называется  устойчивыми по Ляпунову при t , 

если для каждого сколь угодно малое 0  можно указать 0  такое, что при 

всех значениях 0t  будут выполняться неравенства 

                        txtx                 tyty                                                  (2) 

если начальные данные удовлетворяют неравенствам  

                     00 xx      00 yy     (3) 

Выясним смысл этого определения. Из неравенства (2) и (3) следует, что при 

малых изменениях начальных условий мало отличаются соответствующие 

решения при всех положительных значениях t . Если система 

дифференциальных уравнений является системой, описывающей некоторое 
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движение, то в случае устойчивости решения характер движения мало 

изменяется при малом изменении начальных данных.  

Разберем это на примере одного уравнения первого порядка.  

Пусть дано дифференциальное уравнение  

                                 1 y
dt

dy
 .                                                                    (а) 

Общим решением этого уравнения является функция  

                                  1 tCey  .                                                                   (б) 

Найдем частное решение, удовлетворяющее начальному условию  

 1
0


t
y

.
                                                                        (в) 

Очевидно, что это решение 1y  получится при 0C .  Найдем, далее, частное 

решение, удовлетворяющее начальному условию  

 00
yy

t


 .
 

Найдем значение C  из уравнения (б): 

 10  Cy  

откуда  

                                             10  yC  

Подставляя это значение C  в равенство (б), получаем  

                                               110  teyy . 

Очевидно, решение 1y  является устойчивым. Действительно,  

                         01111 00   tt eyeyyy  

при t .  

Следовательно, при произвольном   будет выполняться неравенство (3), если 

будет выполняться неравенство  

                                                10y . 

 

                                                                                                                                                

Задания для практических занятий к теме 10. 
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   Найти решения следующих однородных систем дифференциальных  

Уравнений с постоянными коэффициентами. 









yxy

yxx

46

37
                                          Ответ:                  











tt

tt

eCeCy

eCeCx

2

10

1

2

10

1

2
 









yxy

xx

2

2
                                           Ответ:                  











tt

t

teCeCy

eCx

2

2

1

2

2    









yxy

yxx

43

34
                                         Ответ:                  

 

 









tCtCey

tCtCex

t

t

3cos3sin

3sin3cos

21

4

21

4

 

   







20,20,3

5

yxyxy

yxx
                 Ответ:                  teyx 42  

   







30,10,2

2

yxyxy

yxx
                 Ответ:                  











t

t

ey

ex

5

5

3
 

 

 

 

ТЕСТЫ. 

 

Тест 1. 

 Задание 1. Определите тип каждого 

из данных уравнений:  

1. 
x

y

x

y
y sin  

2. 02  xyyy  

3.   042  ydydxyx  

4. x
x

xy
y arcsin

1 2



  

Варианты ответов: 

 

 

уравнение с разделяющимися 

переменными; 

однородное уравнение первого 

порядка; 

линейное уравнение первого порядка; 

уравнение Бернулли 

 

Задание 2. Сопоставьте уравнения 

второго порядка и способы их 

решения.  

 

Варианты ответов: 

 

последовательное интегрирование 

обеих частей уравнения; 
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1.   02
22  yyx  

2. xxxy 32 sincossin2   

3. 073  yyy  

подстановка    xzyxzy  ,   

подстановка  
dy

dp
pyypy  ,  

 

Задание 3. Укажите функцию, 

являющуюся решением уравнения 

 12 


x

dx
ydy  

Варианты ответов: 

○ xey   

○ 2y  

○
1

1




x
y  

○  1ln  xy  

Задание 4. Решениями уравнения  

   xexy  12  

являются функции…… 

Варианты ответов: (укажите два 

ответа) 

○ 
 

21

3

3

1
CxCe

x
y x 


  

○   21

3
1 CxCexy x   

○ 21

23 CxCexxy x   

○ 21

2
3

3
CxCex

x
y   

Задание 5. Среди перечисленных 

задач «задачей Коши» является … 

Варианты ответов:  

○ 21 xyxy   

○ 1
3

,0 










yctgxdyydx  

○ 13  yy  

○         21,10,1
22

 yyyy  

Задание 6. Функция  1 xCy  

является решением уравнения 

02 y , если C  принимает  

значение … 

Укажите ответ 

Задание 7. Решите задачу Коши  Укажите ответ 
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6

1
1

6

y

xyyx

 

и в ответе укажите значение  0y . 

Задание 8.  Решите 

дифференциальное уравнение 

y

x

x

y
y   

Запишите полное решение  

Задание 9. Решите дифференциальное 

уравнение 42 yx
x

y
y   

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите 

дифференциальное уравнение 

212 yyxy   

Запишите полное решение 

 

Тест 2 

Задание 1. Определите тип каждого 

из данных уравнений: 

1. 
y

y
xy

ln
cos   

2. 2x
x

y
y   

3.   042  ydydxyx  

4. 3322 yxxyy   

Варианты ответов:  

уравнение с разделяющимися 

переменными; 

однородное уравнение первого 

порядка; 

линейное уравнение первого порядка; 

уравнение Бернулли.  

Задание 2.  Сопоставьте уравнения 

второго порядка и способы их 

решения. 

1. xxey   

2.    23
yyyy   

3.   01  yxy  

Варианты ответов: 

Последовательное интегрирование 

обеих частей уравнения; 

подстановка    xzyxzy  ,   

подстановка  
dy

dp
pyypy  ,  
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Задание 3. Укажите функции, 

являющиеся решениями уравнения  

yxy 2  

Варианты ответов: (укажите два 

ответа) 

○ 
2

2
4

x
y   

○
2

2x
y   

○
2

2

x
y   

○
2

2

x
y   

Задание 4. Общим решением 

уравнения второго порядка xxy  2  

является функция … 

Варианты ответов: 

○ Cxxy  34

6

1

12

1
 

○ 21

34 CxCxxy   

○ 21

34

6

1

12

1
CxCxxy   

○ 21

34

3

1

6

1
CxCxxy   

Задание 5. Среди перечисленных 

задач «задачей Коши» является … 

Варианты ответов:  

○ 02  xyyxy  

○     42 2,10,   eyyey x  

○       20,20,
2

 yyyyy  

○   01   dyxedxe yy  

Задание 6. Укажите, при каком 

значении C  функция 3xy   является 

решением уравнения 2Cxy   

Укажите ответ 

Задание 7. Решите задачу Коши  


















 

0
4

1

2 2

y

ey y

 

и в ответе укажите значение 








4

e
y    

Укажите ответ 
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Задание 8. Решите дифференциальное 

уравнение 
x

y
tg

x

yyx



 

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциальное 

уравнение 1sincos  xyyx  

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите 

дифференциальное уравнение 

012 yy  

Запишите полное решение 

 

Тест 3 

Задание 1. Определите тип каждого 

из данных уравнений:  

1. 0ln2  yxyyx  

2. yxyyx  22  

3. xxyyx cos2  

4. tgxtgyy   

Варианты ответов: 

уравнение с разделяющимися 

переменными; 

однородное уравнение первого 

порядка; 

линейное уравнение первого порядка; 

уравнение Бернулли. 

Задание 2. Сопоставьте уравнение 

второго порядка и способы их 

решения 

1. 
x

y
yxy


 cos  

2.  22 yyyy   

3. xxy 2sinsin 4   

Варианты ответов: 

Последовательное интегрирование 

обеих частей уравнения; 

Подстановка    xzyxzy  ,  

Постановка ….. 

Задание 3. Укажите функцию, 

являющуюся решением уравнения 

tgxy   

Варианты ответов: 

○ 
x

y
2cos

1
  

○  xy cosln  

○
x

x
y

cos

sin
  

○  xy sinln  
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Задание 4. Решениями уравнения 

442  xxy  являются функции … 

Варианты ответов: 

○   Cxy 
4

2
12

1
 

○ 21

234 2
3

2

12

1
CxCxxxy   

○   21

4
2 CxCxy   

○   21

4
2

12

1
CxCxy   

Задание 5. Среди перечисленных 

задач «задачей Коши» является … 

Варианты ответов: 

○ 
2

ye
y   

○     021 2  dyxdxy  

○     20,5 2  yxyyxy  

○  2
42 yyy   

Задание 6. Укажите, при каком 

значении C  функция 32  xey является 

решением уравнения 22  Cyy  

Укажите ответ 

Задание 7. Решите задачу Коши  

 







11

2 2

y

xyyyx
 

и в ответе укажите значение  2y  .  

Укажите ответ 

Задача 8. Решите дифференциальное 

уравнение  yxyyy 2

. 

Запишите полное решение 

Задача 9. Решите дифференциальное 

уравнение 23 yxxyy  . 

Запишите полное решение 

Задача 10. Решите дифференциальное 

уравнение   01 2  yxyx . 

Запишите полное решение 

 

Тест 4  

Задача 1. Определите тип каждого из Варианты ответов: 
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данных уравнений:  

1. 
222 xexxyy   

2.   02 2  yexxyy x  

3.   01 2  ydxdyx  

4. 
x

y
yx

x

y
yx sinsin   

уравнение с разделяющимися 

переменными; 

однородное уравнение первого 

порядка; 

линейное уравнение первого порядка; 

уравнение Бернулли. 

Задача 2. Сопоставьте уравнение 

второго порядка и способы их 

решения 

1. 03  yxctgy  

2. 232 8cos xexy x   

3.    yyyy  32
2  

Варианты ответов: 

Последовательное интегрирование 

обеих частей уравнения; 

Подстановка    xzyxzy  ,  

Постановка  
dy

dp
pyypy  ,  

Задача 3. Укажите функцию, 

являющуюся решением уравнения 

03 2  ydxxdy  

Варианты ответов: (укажите два 

ответа) 

○ 
3xey   

○ 2 xey  

○ 13 xey  

○
2

2 xey   

Задача 4. Общим решением 

уравнения второго порядка 

xexy 23cos   является функция … 

Варианты ответов: 

○ 21

2

4

1
3cos

9

1
CxCexy x   

○ Cexy x2

2

1
3sin

3

1
  

○ 21

223cos CxCexy x   

○ 21

2

4

1
3cos

9

1
CxCexy x   

Задание 5. Среди перечисленных 

задач «задачей Коши» является … 

Варианты ответов: 

○ yxy 2sin 2   

○       20,01332  ydxyxdxyx  



 

111 

○     33,11,0
2




 yy
x

y

x

y
y  

○ 0ln  xdxxdyydx  

Задание 6. Укажите, при каком 

значении C  функция xCy sin

является решением уравнения 

xxyy sincos   

Укажите ответ 

Задача 7. Решите задачу Коши  

 

 











4

1
4

45 22

y

yxy

 

и в ответе укажите значение  3y    

Укажите ответ 

Задание 8. Решите дифференциальное 

уравнение 
2

4 









x

y

x

y
y . 

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциальное 

уравнение xxyyx cos . 

Запишите полное решение 

Задание 10. Решите 

дифференциальное уравнение 

.0)(2)32( 2  yyy  

Запишите полное решение 

 

Тест 5 

Задание 1. Укажите уравнения, 

решения которых можно найти с 

помощью метода вариации 

произвольных постоянных. 

Варианты ответов: (укажите не менее 

двух ответов) 

○ xeyyy 534   

○ xxyyy cos209 2  

○ 012  yy  

○ 0 yy  

Задача 2. Фундаментальная система 

решений уравнения 0204  yyy  

Варианты ответов: 

○ xyxy 4sin,4cos 21   
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имеет вид … ○ xx eyey 2

2

2

1 ,    

○ xeyxey xx 4sin,4cos 2

2

2

1

   

○ 1, 2

2

1   yey x  

Задание 3. Дано дифференциальное 

уравнение третьего порядка 

02  yyy   

Корнями его характеристического 

уравнения являются … 

Укажите ответы: 

.

;

;

3

2

1













 

Задание 4. Укажите вид частного 

решения неоднородного 

дифференциального уравнения 

xyy 56   

Варианты ответов: 

○  xBAxy   

○  
x

eBAxy 3

2


  

○ BAxy   

○ Axy   

Задание 5. Сопоставьте типы 

уравнений и их возможные решения: 

1. линейное уравнение первого 

порядка; 

2. линейное однородное  уравнение 

первого порядка; 

3. линейное неоднородное  уравнение 

первого порядка; 

4. линейное неоднородное  уравнение 

третьего порядка 

Варианты ответов: 

○ xxx exeCeCy 33

2

3

1 2   

○   xexCCy 21   

○ xeCxy  1  

○ 2

321 xeCxCCy x    

Задание 6. Функция xey 2  является 

решением дифференциального 

уравнения 02  yyCy , если C  

принимает значение … 

Укажите ответ 

Задание 7. По методу вариации 

произвольных постоянных частное 

Варианты ответов: 
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решение однородного уравнения 

xxeyyy  6  следует искать в  

виде … 

○ xx exCexCy 3

2

3

1 )()(   

○   xx exCexCy 2

2

3

1 )(   

○     xxCxCey x

21

2    

○     xxCxxCey x sincos 21

3   

Задание 8. Решите дифференциальное 

уравнение 

    20,10,0204  yyyyy . 

Запишите полное решение  

Задание 9. Решите дифференциальное 

уравнение xeyy 2 . 

Запишите полное решение 

Задание 10. 7. Решите систему 

дифференциальных уравнений 









yxy

xx

65

23
 

Запишите полное решение 

 

Тест 6.  

Задание 1. Укажите неоднородное 

дифференциальные уравнения, 

первые части которых имеют 

«специальный вид» 

Варианты ответов: (укажите не менее 

двух ответов) 

○ 
2

4
xx ee

yy


  

○ 222  yyy  

○ 03  yy  

○
x

yy
2cos

1
  

Задание 2. Общее решение уравнения 

09  yy  имеет вид … 

Варианты ответов: 

○ xCxCy 3sin3cos 21   

○ xx eCeCy 3

2

3

1

  

○ )3sin3cos( 21 xCxCey x   

○ xx xeCeCy 9

2

9

1

   

Задание 3. Фундаментальная система Варианты ответов: 
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решений уравнения третьего порядка 

04  yy  имеет вид … 

○ xx eCeCy 2

2

2

1

  

○ xxeCxCCy 2

321   

○ xCxCCy 2sin2cos 321   

○ xx eCeCCy 2

3

2

21

  

Задание 4.  Укажите вид частного 

решение неоднородного  

дифференциального уравнения 

xyy 569   

Варианты ответов: 

○  xBAxy   

○   xeBAxy   

○ BAxy   

○ Axy   

Задание 5. Сопоставьте типы 

уравнений и их возможные решения:  

1. линейное уравнение первого 

порядка; 

2. линейное однородное  уравнение 

второго порядка; 

3. линейное неоднородное  уравнение 

второго порядка; 

4. линейное  уравнение третьего 

порядка 

Варианты ответов: 

○ xCxCy 2sin2cos 21   

○  xCey x 1  

○ xxeCeCy xx 7cos27

2

7

1   

○ xCxCCy sincos 321   

Задание 6. Функция Cxy sin  

является решением 

дифференциального уравнения 

02  Cyy , если C  принимает 

значение … 

Укажите ответ 

Задание 7. По методу вариации 

произвольных постоянных частное 

решение неоднородного уравнения 

2
45

x

e
yyy

x

  следует искать в  

Варианты ответов: 

○ xxCxxCy 2sin)(2cos)( 21   

○   xx xexCexCy 2

2

2

1 )(    

○     xxCxCey
x

21
5

4
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виде … 
○   x

x

exCexCy 2

2
5

4

1 )(   

Задание 8. Решите дифференциальное 

уравнение     90,20,09  yyyy . 

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциальное 

уравнение 12  xyy . 

Запишите полное решение 

Задание 10.  Решите систему 

дифференциальных уравнений 









yxy

yxx

5

37
 

Запишите полное решение 

 

Тест 7 

Задание 1. Укажите уравнения, 

решения которых можно найти с 

помощью метода вариации 

произвольных постоянных. 

Варианты ответов: (укажите не менее 

двух ответов) 

○ 
1

2
cos

4

1












x
yy  

○ 02  yy  

○ ctgxyy  4  

○ xeyy  25  

Задание 2. Фундаментальная система 

решений уравнения третьего порядка 

084  yyy  имеет вид … 

Варианты ответов: 

○ xeyxey xx cos,sin 2

2

2

1   

○ xx eyey  2

2

1 ,  

○ 1, 2

2

1  yey x  

○ xeyxey xx 2cos,2sin 2

2

2

1   

Задание 3. Дано дифференциальное 

уравнение третьего порядка 

09  yy   

Корнями его характеристического 

уравнения являются … 

Укажите ответы: 

.

;

;

3

2

1













 

Задание 4.  Укажите вид частного Варианты ответов: 
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решение неоднородного  

дифференциального уравнения 

xeyyy 232   

○ xAey 2  

○   xeBAxy 2  

○ xAxey 2  

○ Axy   

Задание 5. Сопоставьте типы 

уравнений и их возможные решения:  

1. линейное уравнение первого 

порядка; 

2. линейное однородное  уравнение 

второго порядка; 

3. линейное неоднородное  уравнение 

второго порядка; 

4. линейное  уравнение третьего 

порядка 

Варианты ответов: 

○ 2

1)(sin xCxy   

○ xx xeCeCy   21  

○ 123sin3cos 21  xCxCy  

○ 2
321

x

eCxCCy   

Задание 6. Функция Cxey   является 

решением дифференциального 

уравнения 0 Cyy , если C  

принимает значение … 

Укажите ответ 

Задание 7. По методу вариации 

произвольных постоянных частное 

решение неоднородного уравнения 

xtgyy 525   следует искать в  

виде … 

Варианты ответов: 

○ xxCxxCy 5sin)(5cos)( 21   

○   xx exCexCy 5

2

5

1 )(   

○     xCxCey x

21

5    

○     xxCxxCey x 5sin5cos 21   

Задание 8. Решите дифференциальное 

уравнение 

    40,20,084  yyyyy . 

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциальное 

уравнение xeyyy 223  . 

Запишите полное решение 

Задание 10.  Решите систему Запишите полное решение 
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дифференциальных уравнений 









yxy

yxx

2
 

 

Тест 8 

Задание 1. Укажите неоднородные 

дифференциальные уравнения, 

первые части которых имеют 

«специальный вид». 

Варианты ответов: (укажите не менее 

двух ответов) 

○ xeyyy 80106   

○ xxyy 2cos  

○ 32 2  xxyyy  

○ 0209  yyy  

Задание 2. Общее решение уравнения 

022  yyy  имеет вид … 

Варианты ответов: 

○ xCxCy sincos 21   

○ )sincos( 21 xCxCey x   

○ xx xeCeCy 21   

○ xx xeCeCy  21  

Задание 3. Фундаментальная система 

решений уравнения третьего порядка 

04  yy  имеет вид … 

Варианты ответов: 

○ xeCCy 7

21

  

○ xeCxCCy 7

321

  

○ 321 7sin7cos CxCxCy   

○ xx eCeCCy 7

3

7

21

  

Задание 4.  Укажите вид частного 

решение неоднородного  

дифференциального уравнения 

xyy sin5   

Варианты ответов: 

○ xAxy cos  

○ xxeAy sin  

○ xBAxy sin)(   

○ xBxAy sincos   

Задание 5. Сопоставьте типы 

уравнений и их возможные решения:  

Варианты ответов: 

○ xx exCxCey   )5sin5cos( 21

2  
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1. линейное уравнение первого 

порядка; 

2. линейное однородное  уравнение 

второго порядка; 

3. линейное неоднородное  уравнение 

второго порядка; 

4. линейное  уравнение третьего 

порядка 

○ xx eCeCy 3

2

2

1   

○ xCxxy 1ln   

○ xxx eCeCeCy 3

3

2

21   

Задание 6. Функция xxey   является 

решением дифференциального 

уравнения 02  Cyyy , если C  

принимает значение … 

Укажите ответ 

Задание 7. По методу вариации 

произвольных постоянных частное 

решение неоднородного уравнения 

xe
yyy




1

1
44  следует искать в  

виде … 

Варианты ответов: 

○  
xx

exCexCy 2

1

2
2

1

1 )(


  

○     xxCxxCey
x

sincos 21
2

1

  

○  
xx

exxCexCy 2

1

2
2

1

1 )(


  

○     xxCxCey x

21

2   

Задание 8. Решите дифференциальное 

уравнение 

    50,30,022  yyyyy . 

Запишите полное решение 

Задание 9. Решите дифференциальное 

уравнение xyyy 334  . 

Запишите полное решение 

Задание 10.  Решите систему 

дифференциальных уравнений 









yxy

yxx

3

32
 

Запишите полное решение 
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Вопросы для самопроверки 

 

1. Общие понятия и определения  ( о.д.у.; порядок о.д.у.;  решения о.д.у.- 

общее; частное; особое; задача Коши; примеры). Примеры. 

2. Уравнения с разделяющимися  переменными. 

3. Однородные уравнения. Примеры. 

4. Уравнения первого порядка сводящиеся к однородным.  Пример. 

5. Линейные уравнения 1
го

 порядка. Метод решения. Пример. 

6. Уравнение Бернулли. Метод решения. Пример. 

7. Теорема существования и единственности решения задачи Коши, для о.д.у. 

1
го

 порядка (геометрическая картина области D; существование числа 

методM ;0  Пикара –его суть и формула последовательных приближений).  

Пример. 

8. Уравнение в полных дифференциалах (функция 2
х
  переменных; частная 

производная; полный дифференциал – условия существования). Пример.  

9. Уравнения в полных дифференциалах ( нахождение u( yx, ); смысл u( yx, ) ). 

Пример. 

10. Уравнения 1
го

 порядка не разрешенные  относительно производной. 

Пример. 

11. Неполные уравнения  1
го

 порядка (уравнения, содержащие только 

производную; не содержащие искомой  функции). Пример. 

12. Неполные уравнения 1
го

 порядка не содержащие независимой  переменной.  

Пример. 

13. Общий метод введения параметра  для о.д.у. 1
го

 порядка. Пример. 

14. Метод введения параметра для о. д.у.  1
го

 порядка, если уравнение 

разрешимо относительно искомой функции. Пример. 

15. Уравнение Лагранжа. Пример. 

с
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16. Уравнение Клеро. Пример. 

17. Уравнения  2
го

 порядка (определение; задача Коши; решения – общее, 

частное). Решение уравнения . Пример. 

18. Решение уравнения вида .  Пример. 

19. Решение уравнения вида .  Пример. 

20. Линейные  дифференциальные уравнение 2
го

  порядка (определение; 

однородное и неоднородное; теоремы о свойствах решений). 

21. Линейная зависимость и независимость двух функций (определение,  

примеры; определитель) Примеры. 

22. Формула общего деления  л.о. д.у. 2
го

  порядка (теорема). Пример. 

23.Общее решения л.о. д.у. 2
го

  порядка (Теорема; метод вариации постоянных). 

Пример. 

24. Л.о. д.у. 2
го

  порядка с постоянными коэффициентами (метод Эйлера). 

Случай  Пример. 

25. Л.о. д.у. 2
го

  порядка с постоянными коэффициентами (метод Эйлера). 

Случай  Пример. 

26. Комплексные числа (определение; сумма, разность и произведение; 

равенство; примеры).    Формула  Эйлера. 

27. Л.о. д.у. 2
го

  порядка с постоянными коэффициентами (метод Эйлера). 

Случай  Пример. 

28. Л.н. д.у. 2
го

  порядка с постоянными коэффициентами (постановка задачи). 

Случай  

29. Л.н. д.у. 2
го

  порядка с постоянными коэффициентами (постановка задачи). 

Случай  

 

30. Системы дифференциальных уравнений (нормальность; решение; задача 

Коши). Метод решения линейной  однородной  системы с постоянными 

коэффициентами. Пример. 

)(xty 

0),,(  yyxF

0),,(  yyxF

.0D

.0D

.0D

   

)  я являющимсне   при уравнения; тическогохарактерис

  корнем двукратным и миоднократны я являющимс (







приxPkf dx

n 

    .; ;sincos 2,12,1 iKiKxNxMxf x   
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31. Теория устойчивости движения. Пример.  

Рекомендуется литература. 

1). Степанов В.В. Курс дифференциальных уравнений. М., 1958 (или любое 

другое издание). 

2). Петровский И.Г. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных 

уравнений. М., 1949 (или любое другое издание). 

3). Матвеев Н.М. Методы интегрирования обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Минск,1964. 

4). Эльсгольц Л.Э. Дифференциальные уравнения и вариационное 

исчисление. М.,1969. 

5). Филипов Л.Ф. Сборник задач по дифференциальным уравнениям. М., 

2009 (или любое другое издание). 

6). Кисилев А.И., Краснов М.Л., Макаренко Г.И. Сборник задач по 

обыкновенным дифференциальным уравнениям. М.,1965. 

7). Матвеев Н.М. сборник задач и упражнений по обыкновенным 
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Приложения 

(ЕГЭ, с.4+5) 

Формулы сокращенного умножения 
 

Для любых  а,в  и с верны равенства: 

 
 

 

 

 

Определение. Логарифмом числа N по основанию а 

называется показатель степени, в которую надо возвести а, 

чтобы получить N. 
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Для обозначения логарифма употребляется знак log. Тот факт, 

что число x является логарифмом числа N по основанию а, 

записывается так: 

        

По определению: 

   

Например,  

Если основание ,10a то логарифм называется десятичным и 

записывается так 

,lg xN   

откуда 

.10xN   

Если же за основание a  взять число e  (определяется через 2-

ой замечательный предел: ...7182,2e ), то логарифм 

называется натуральным и записывается так 

 

откуда 

 

Свойства логарифмов: 

(ЕГЭ, с.2.3). 

(ЕГЭ, с59-60). 

 

 

 

.
log

Na

aN 

.
8

1
2..,3

2

1
log;82..,38log

3
3

2 


кткт

,ln xN 

.xeN 
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Формулы дифференцирования   
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IV.  

Таблица основных интегралов. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.)()())()(( dxxdxxudxxxu    

 

,)()( dxxuCdxxuC   

 

),()()(  xdxudxxu  
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т.к. 

).(
1

xdx 


  

 

 duuud   

  uссu 


1.                                           7.  

2.                                  8.    

3.                                        9.   

4.                                    10.   

5.                                          11.                                     

6.                            12.      

13.             

  .Cxdx .  cossin Cx x dx 
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формула интегрирования по частям. 
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